
Verzweigungstheorie

homokliner Verdopplungen

Von der Universität Stuttgart

zur Erlangung der Würde eines

Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

genehmigte Abhandlung

von

Björn Sandstede
geboren in Hannover

Hauptberichter: Prof. Dr. B. Fiedler

Mitberichter: Prof. Dr. K. Kirchgässner
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3.1 Einführung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.2 Vorbereitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.3 Die Reduktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.1 Die Verzweigungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.3.2 Die Abschätzung der Restterme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

3.4 Diskussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

4. Anwendungen der geometrischen und analytischen Methode 111

4.1 Verzweigungen mit Kodimension eins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4.2 Verzweigungen mit Kodimension zwei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.2.1 Die Orbit-Flip Verzweigung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

4.2.2 Die resonante Verzweigung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.2.3 Verzweigungen mit nichthyperbolischen Gleichgewichten . . . . . . 127

Literaturverzeichnis 129

1



Einleitung

In dieser Arbeit werden gewöhnliche und teilweise auch parabolische parameterabhängige

Differentialgleichungen der Form

ẋ+ Ax = f(x, µ) mit µ ∈ Rp

betrachtet. Ausgangspunkt ist ein zum Parameterwert µ = µ0 gegebener homokliner Orbit

q0(t), d.h. eine Lösung, die limt→±∞ q0(t) = p0 für ein Gleichgewicht p0 erfüllt. Wir wollen

nun die Dynamik in der Nähe dieser homoklinen Lösung bei kleinen Parameteränderungen

untersuchen. Insbesondere sollen verzweigende rekurrente Orbits, also Lösungen, die für

alle Zeiten in einer kleinen tubularen Umgebung U von q0(t) bleiben, bestimmt werden.

Zunächst sind wohl einige Bemerkungen über die Motivation angebracht. Homokline Lösun-

gen treten zum einen als travelling waves oder Solitonen auf. Dies sind Lösungen u(x, t) =

v(x − ct) einer partiellen Differentialgleichung, die sich mit konstanter Geschwindigkeit c

bewegen, ohne ihre Form zu verändern. Damit können zum Beispiel Nervenreizleitungen,

Wasserwellen oder allgemeiner Phasenübergänge modelliert werden, vergleiche [17] oder

[27]. In diesem Zusammenhang interessiert man sich für das Entstehen anderer Solito-

nen mit mehreren Pulsen. Für die gewöhnliche Differentialgleichung, die die Dynamik der

travelling waves beschreibt, bedeutet dies das Auftreten von sogenannten N -homoklinen

Orbits, d.h. von neuen homoklinen Lösungen, die N -mal um den alten ursprünglich gege-

benen Orbit herumlaufen. Das Verzweigen von 2-homoklinen Orbits wird in Analogie zur

Periodenverdopplung als homokline Verdopplung bezeichnet.

Zum anderen sind homokline Orbits oft für die Anwesenheit von chaotischer Dynamik

verantwortlich, siehe [18, 42]. Dabei verstehen wir unter Chaos das Vorhandensein von

Shift-Dynamik in der Poincaré Abbildung. Insbesondere existieren dann N -periodische

Lösungen für jedes N in der tubularen Umgebung U . Hier sind N -periodische Orbits wie-

derum Lösungen, die N -mal um q0(t) herumlaufen und periodisch sind.

Darüberhinaus stellen homokline Orbits die einfachste Möglichkeit dar, mit der periodische

Lösungen verschwinden können: sie konvergieren im Phasenraum gegen den homoklinen

Orbit, wobei gleichzeitig ihre Periode gegen unendlich strebt. Dies ist eine Verzweigung

mit Kodimension eins, die auch “blue sky” Katastrophe genannt wird. Lokal treten dann

die periodischen Orbit nach einer Seite von µ0 im Parameterraum R auf.

Nun soll ein kurzer Abriß über bekannte Resultate für gewöhnliche Differentialgleichungen

gegeben werden. Alle diese Ergebnisse gelten, ohne das dies jedesmal erwähnt wird, nur

für generische, d.h. typische, Vektorfelder.

Für Systeme mit nur einem Parameter (d.h. p = 1) gilt nach Shilnikov [32, 33, 34, 35, 36, 37]

die folgende Alternative:
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stark stabile Fasern

Inclination-Flip Orbit-Flip

Abbildung 1: Verzweigungen mit Kodimension zwei

• es existiert genau ein periodischer hyperbolischer Orbit für µ > µ0 (oder µ < µ0)

• für alle µ nahe µ0 gibt es Shift-Dynamik in U .

Diese Alternative konnte in unendlich-dimensionalen Systemen bisher nicht gezeigt wer-

den. Von X. B. Lin [29] wurde allerdings bewiesen, daß homokline Lösungen wieder von

periodischen Orbits begleitet werden. Vergleiche dazu auch [6].

Die Verzweigungen mit Kodimension zwei (hier ist nun p = 2) sind wesentlich reichhaltiger.

Im folgenden beschränke ich mich dabei auf die Fälle, bei denen nur die reellen Eigenwer-

te der Linearisierung in der stationären Lösung p0 beteiligt sind, d.h. wo der homokline

Orbit q0(t) für |t| → ∞ nicht oszilliert. Dann gibt es nach Yanagida [43] drei verschiedene

Verzweigungen, die im folgenden kurz dargestellt werden sollen:

• resonante Verzweigung

• Inclination-Flip

• Orbit-Flip

Die resonante Verzweigung wird durch λs(µ0) = λu(µ0) charakterisiert, wobei −λs(µ0) und

λu(µ0) die betragsmäßig kleinsten Eigenwerte im stabilen bzw. instabilen Teil des Spek-

trums der Linearisierung in p0 sind. Dieser Fall wurde von Chow et. al. [7] behandelt. Von

Kisaka et. al. [28] wurde der Inclination-Flip untersucht. An dem zugehörigen Verzwei-

gungspunkt endet der Existenzbereich der stark stabilen oder stark instabilen Faserung

des homoklinen Orbits. Der Orbit-Flip schließlich tritt auf, wenn q0(t) ∈ W ss(p0) ist, d.h.

wenn der homokline Orbit von einer Seite der stark stabilen Mannigfaltigkeit auf die andere

“umklappt”.
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Σin

Σout

Πloc

Πfar

Abbildung 2: Poincaré Abbildung

Sowohl die resonante Verzweigung als auch der Inclination-Flip wurden durch eine genaue

Untersuchung der Poincaré Abbildung gelöst. Dabei wird die Rückkehrabbildung Π in einen

lokalen Teil Πloc nahe dem Gleichgewicht und einer anderen Abbildung Πfar zerlegt.

Je nach Problemstellung werden anschließend Ljapunov-Schmidt Reduktionen oder zum

Beispiel im R
3 mehr geometrische Argumente angewendet. Dies setzt aber voraus, daß man

eine gute Darstellung von Πloc hat. Für diese Abbildung sind Abschätzungen nicht einfach

zu erhalten, da die Lösungen unbeschränkte Zeit von Σin nach Σout benötigen. Deshalb

wird mit Linearisierungen oder “Quasilinearisierungen” wie den Shilnikov-Variablen gear-

beitet. Linearisierungen sind aber nur unter erheblichen Voraussetzungen an das Vektorfeld

möglich, während die Shilnikov-Variablen bei der Orbit-Flip Bifurkation nicht anwendbar

sind, siehe [28].

In dieser Arbeit sollen nun zwei Methoden dargestellt werden, mit denen die oben erwähn-

ten Probleme zumindest teilweise überwunden werden können.

Der erste Zugang ist geometrischer Natur. Für die Verzweigungstheorie stationärer oder

periodischer Lösungen steht mit der Theorie der Zentrumsmannigfaltigkeiten ein Werkzeug

bereit, mit dem zunächst hochdimensionale Probleme auf niedrigdimensionalere reduziert

werden können. Dabei wird eine Fläche W c, eben die Zentrumsmannigfaltigkeit, konstru-

iert, die bereits alle rekurrenten Lösungen enthält und darüberhinaus (lokal) invariant unter

dem Fluß ist. Damit reduziert sich die Suche nach rekurrenten Orbits auf diese Fläche W c.

In [7] wurde nun ein ähnlicher Zugang auch für homokline Orbits vorgeschlagen: finde eine

invariante Fläche W c
hom, in der sich bereits alle rekurrente Dynamik wiederspiegelt.

Hier wird nun eine derartige Mannigfaltigkeit konstruiert, allerdings unter Einschränkun-

gen an das asymptotische Verhalten des homoklinen Orbits. Dieses Resultat gilt auch für

diejenigen parabolischen Systeme, für die man Rückwärtseindeutigkeit der Lösungen nach-

weisen kann, insbesondere also für Reaktions-Diffusions Gleichungen oder für Systeme mit
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analytischen Nichtlinearitäten. Beschränkt wird dieser Zugang durch die Tatsache, daß

W c
hom im allgemeinen nur in C1,β liegt für ein β ∈ (0, 1] in Abhängigkeit von gewissen

Spektrallücken.

Eine Anwendung des Resultates besteht darin, daß aufgrund der Dimension oder der to-

pologischen Struktur von W c
hom das Auftreten bestimmter Lösungen apriori ausgeschlossen

werden kann. Betrachte zum Beispiel einen homoklinen Orbit an ein nichthyperbolisches

Gleichgewicht. Ein Parameter steuere das Aufbrechen des homoklinen Orbits, der andere

sei die Entfaltung einer saddle-node Bifurkation der stationären Lösung. Diese Verzwei-

gung wurde in [9] und [14] untersucht. Hier erwartet man eine zweidimensionale invariante

Mannigfaltigkeit W c
hom. Diese kann nun homöomorph zu einem Kreisring oder aber topo-

logisch äquivalent zum Möbiusband sein. Deshalb schließt man, daß keine N -homoklinen

oder N -periodischen Lösungen mit N ≥ 2 im ersten beziehungsweise N ≥ 3 im zwei-

ten Fall existieren können. Dies verbessert ein Resultat in [14]. Den gleichen Schluß zieht

man für die resonante Verzweigung, siehe [28]. Weiterhin macht diese Fläche die oben

dargestellten Bifurkationen homokliner Orbits mit Kodimension zwei verständlicher. So

finden im resonanten Fall alle Verzweigungen innerhalb der zweidimensionalen Mannigfal-

tigkeit W c
hom statt; dies entspricht gewissermaßen der saddle-node Verzweigung (im Falle

des Kreisrings) von periodischen Orbits beziehungsweise der Periodenverdopplung (beim

Möbiusband). Dagegen verzweigt sowohl im Inclination-Flip wie auch im Orbit-Flip diese

zweidimensionale Fläche selbst innerhalb der dann dreidimensionalen Zentrumsmannig-

faltigkeit: sie wechselt den topologischen Typ von Kreisring zu Möbiusband, vergleiche

Abbildung 3.

Dies hat keine Entsprechung in der Verzweigungstheorie periodischer Orbits, wo ein der-

artiger Wechsel nur “kontinuierlich” passieren kann.

Unabhängig von mir wurde von Brunovský [4] und Homburg [25] der Spezialfall einer

zweidimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit behandelt. Beide Autoren benötigen die Hy-

perbolizität des Gleichgewichts p0. Darüberhinaus scheint das Resultat von Brunovský nur

für Gleichungen ohne Parameter zu gelten. Das Ergebnis von Homburg erlaubt parameter-

Kreisring Möbiusband

Abbildung 3: Typwechsel
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abhängige Gleichungen, dort wird aber zusätzlich die Kontraktionseigenschaft |λs(µ0)| 6=
λu(µ0) benötigt.

Der zweite - analytische - Zugang wurde von X. B. Lin in [29] für Systeme mit im we-

sentlichen einem Parameter entwickelt. Diese der Ljapunov-Schmidt Reduktion verwandte

Methode vereinheitlicht die Behandlung von periodischen und homoklinen Lösungen, indem

die übliche Melnikov-Methode so verallgemeinert wird, daß damit auch verzweigende peri-

odische Orbits erfaßt werden. Hier soll nun Lins Zugang so modifiziert und verallgemeinert

werden, daß damit auch Probleme höherer Kodimension, insbesondere also Bifurkationen

mit Kodimension zwei, behandelt werden können.

Anschließend wenden wir diesen letzten Zugang auf die Orbit-Flip Bifurkation an. Für einen

durch die stark stabile Mannigfaltigkeit umklappenden homoklinen Orbit müssen wir in

Abhängigkeit von gewissen Relationen der beteiligten Eigenwerte −λss(µ0) < −λs(µ0) < 0

und λu(µ0) > 0 in einem generischen Vektorfeld drei Fälle unterscheiden.

Für λu(µ0) < λs(µ0) ist die Poincaré Abbildung in W c
hom eine Kontraktion. Deshalb findet

nur eine suspendierte “blue sky” Katastrophe, d.h. die Verzweigung eines 1-periodischen

Orbits lokal nach einer Seite des homoklinen Pfades, statt. Dagegen kann für λs(µ0) <

λu(µ0) < λssµ0 eine homokline Verdopplung nachgewiesen werden. Die dritte Relation

λss(µ0) < λu(µ0) impliziert schließlich die Anwesenheit von Shift-Dynamik und von N -

homoklinen Orbits für jedes N ≥ 1.

Bisher wurde diese Verzweigung von Yanagida [43] und Terman [39] untersucht. In [43]

wurde die zusätzliche Voraussetzung dimW u(p0) = 1 benötigt und darüberhinaus wur-

den dort nur die ersten beiden genannten Fälle behandelt. In [39] wurden speziell singulär

gestörte Systeme im R
3 in einer dem dritten Fall entsprechenden Situation betrachtet.

Danksagung. Ich bedanke mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Bernold Fiedler für die

Betreuung, Ratschläge und die Unterstützung beim Entstehen dieser Arbeit. Den Herren

Christian Leis und Arnd Scheel danke ich für fruchtbare Diskussionen und Anregungen.

Mein besonderer Dank gilt Frau Jasmin Cantner für zahlreiche Diskussionen.

Unterstützung. Diese Arbeit wurde durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG)

über das Graduiertenkolleg “Modellierung und Diskretisierungsmethoden für Kontinua und

Strömungen” an der Universität Stuttgart gefördert.
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1. Vorbereitungen

In diesem vorbereitenden Kapitel sollen einige Hilfsmittel für die späteren Abschnitte be-

reit gestellt werden, um dort den Gedankengang nicht unterbrechen zu müssen.

1.1 Exponentielle Dichotomien

Es werden stets die folgenden Annahmen zugrunde gelegt.

(A) X sei ein Banachraum, A : X → X sei ein sektorieller Operator in X mit dichtem

Definitionsbereich.

Eine Referenz für die Definitionen ist [23, ch. 1.3]. Weiterhin bezeichne stets Xα den Defi-

nitionsbereich von Aα versehen mit der Graphennorm, vergleiche wieder [23, ch. 1.4].

Betrachte nun die lineare Differentialgleichung in Xα gegeben durch

ẋ+ Ax = B(t)x, x0 ∈ Xα(1.1)

mit B(·) ∈ C0(J, L(Xα, X)) lokal Hölderstetig in t und J = [t0,∞) beziehungsweise

J = (−∞, t0]. Mit T (t, s) definiert für t ≥ s ∈ J bezeichnen wir dann den zugehöri-

gen Halbfluß, vergleiche [23, ch. 7.1].

Definition. Gleichung (1.1) hat eine exponentielle Dichotomie auf dem Intervall J , wenn

Projektionen P (·) : J → L(Xα) und Konstanten K,λs und λu alle ungleich 0 mit λs+λu >

0 existieren, so daß für t ≥ s ∈ J gilt:

(i) T (t, s)P (s) = P (t)T (t, s).

(ii) T (t, s)|R(1−P (s)) ist invertierbar, die Inverse wird mit T (s, t) bezeichnet als Abbildung

von R(1− P (t)) nach R(1− P (s)).

(iii) |T (t, s)P (s)|α ≤ Ke−λ
s(t−s).

(iv) |T (s, t) (1− P (t))|α ≤ Ke−λ
u(t−s).

Für die Gleichung

ẋ+ Ax = 0, x0 ∈ Xα(1.2)

ist die Existenz einer exponentiellen Dichotomie gleichbedeutend mit der Existenz von

Spektrallücken. Weiterhin sind exponentielle Dichotomien für Gleichung (1.2) unempfind-

lich gegen kleine Störungen der Differentialgleichung, d.h. (1.1) wird für alle Störungen B

mit kleiner Supremumsnorm ebenfalls eine exponentielle Dichotomie besitzen. Dies wird in

folgendem Lemma gezeigt. Natürlich ist der Kerninhalt dieses Lemmas wohlbekannt, ver-

gleiche dazu [12, 31], sowie [23, 21] für unendlich-dimensionale Systeme. Allerdings soll hier
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doch für parameterabhängige Differentialgleichungen die Abhängigkeit der Projektionen P

sowie der Halbgruppen T (t, s) von den Parametern behandelt werden.

Lemma 1.1 Die Gleichung (1.2) mit zugehöriger Halbgruppe T (t, s) habe eine exponenti-

elle Dichotomie auf J = [t0,∞) mit den Konstanten K,λs und λu. Es sei V ⊂ Rn eine

offene Teilmenge. Wähle nun ein γ > 0 so klein, daß λs + λu − γ > 0 ist. Dann existiert

ein δ > 0 nur abhängig von A und γ, so daß folgendes gilt.

Es sei B : V → C0(J, L(Xα, X)) in Ck bezüglich ε für k ≥ 0. B habe lokal Hölderstetige

Werte und es sei supt∈J, ε∈V |B(ε, t)| < δ. Dann erfüllt die zu (1.1) gehörige Halbgruppe

Tε(t, s) :

(i) Gleichung (1.1) hat eine exponentielle Dichotomie, wobei die Projektion Pε ∈ Ck in

ε ist, und es gilt für t0 ≤ s ≤ t∣∣∣Dj
ε

(
Tε(t, s)Pε(s)

)∣∣∣
α
≤ Ke−(λs−γ)(t−s)∣∣∣Dj

ε

(
Tε(s, t)(1− Pε(t))

)∣∣∣
α
≤ Ke−(λu−γ)(t−s)

für alle 0 ≤ j ≤ k.

(ii) Es sei darüberhinaus∣∣∣Dj
ε (PB(ε, t)(1− P ))

∣∣∣
α
,
∣∣∣Dj

ε ((1− P )B(ε, t)P )
∣∣∣
α
≤ Ce−(λs−γ)t

für t ≥ t0 und 0 ≤ j ≤ k. Dann ist auch

|Dj
ε(P − Pε(t))|α ≤ Ke−(λs−γ)t

für t ≥ t0.

(iii) Es sei |B(ε, t)|α ≤ C
(
ε · e−(λs−γ)t + e−(λss−γ)t

)
mit λs ≤ λss. Dann ist

|P − Pε(t)|α ≤ K
(
ε · e−(λs−γ)t + e−(λss−γ)t + e−(λs+λu−γ)t

)
.

Beweis. O.B.d.A. sei t0 = 0. Die Voraussetzung über die Hölderstetigkeit von B in der

Zeit t wird nur gebraucht, um später starke Lösungen der von (1.1) stammenden Integral-

gleichungen zu erhalten, siehe [23, Thm. 7.1.3]. Betrachte folgende mit gewichteten Normen

versehene Räume :

X 0 = {X(t) /X(·) : [t0,∞)→ L(Xα) stark stetig und supt0≤t |X(t)|α =: ‖X‖ <∞}
X s
η = {X(t, s) /X(t, s) ∈ L(Xα) stark stetig in t0 ≤ s ≤ t und

supt0≤s≤t |X(t, s)|α eη(t−s) =: ‖X‖η <∞}
X u
η = {X(s, t) /X(s, t) ∈ L(Xα) stark stetig in t0 ≤ s ≤ t und

supt0≤s≤t |X(s, t)|α eη(t−s) =: ‖X‖η <∞}.
Auf diesen Räumen mit η = λs − γ beziehungsweise η = λu − γ werden nun Operatoren

T 0 : X s
λs−γ ×X u

λu−γ × V → X 0

T s : X s
λs−γ ×X 0 × V → X s

λs−γ

T u : X u
λu−γ ×X 0 × V → X u

λu−γ

8



folgendermaßen definiert. Dabei wird die Abhängigkeit von ε nicht mehr explizit angegeben.

T 0(Xs, Xu)(t) = P −
∫ t

0
T (t, τ)P B(ε, τ)Xu(τ, t) dτ−∫∞

t
T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs(τ, t) dτ

T s(Xs, X0)(t, s) = T (t, s)P X0(s) +
∫ t
s
T (t, τ)P B(ε, τ)Xs(τ, s) dτ−∫∞

t
T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs(τ, s) dτ

T u(Xu, X0)(s, t) = T (s, t)(1− P ) (1−X0(s))+∫ s
0
T (s, τ)P B(ε, τ)Xu(τ, t) dτ−∫ t

s
T (s, τ)(1− P ) B(ε, τ)Xu(τ, t) dτ.

(1.3)

Diese Abbildungen sind offensichtlich linear und stetig in B ∈ C0([0,∞), Xα) und damit

Ck in ε, sowie linear bzw. affin in den anderen Variablen. Ferner sind die Bilder auf den

Definitionsbereichen wieder stark stetig. Die folgenden Ungleichungen zeigen, daß die Ope-

ratoren auch stetig in die gewichteten Räume abbilden. Die mit ‖ · ‖ bezeichneten Normen

beziehen sich stets auf η = λs−γ bzw. η = λu−γ, deshalb werden die Indices im folgenden

weggelassen. Zuerst schätzen wir T 0 ab.

|T 0(Xs, Xu)(t)|α

≤ |P |α +

∫ t

0

|T (t, τ)P |L(X,Xα) |B(ε, τ)|L(Xα,X) |Xu(τ, t)|α dτ +∫ ∞
t

|T (t, τ)(1− P )|L(X,Xα) |B(ε, τ)|L(Xα,X) |Xs(τ, t)|α dτ

≤ |P |α +

∫ t

0

K(t− τ)−α e−λ
s(t−τ) δ e−(λu−γ)(t−τ) ‖Xu‖ dτ +∫ ∞

t

K(τ − t)−α e−λu(τ−t) δ e−(λs−γ)(τ−t) ‖Xs‖ dτ

≤ |P |α +KC̃δ (‖Xu‖+ ‖Xs‖)

Anschließend berechnen wir die Norm von T s

|T s(Xs, X0)(t, s)|α e(λs−γ)(t−s)

≤ e(λs−γ)(t−s)
(
Ke−λ

s(t−s) ‖X0‖+

∫ t

s

K(t− τ)−α e−λ
s(t−τ) δ e−(λs−γ)(τ−s)‖Xs‖ dτ +∫ ∞

t

K(τ − t)−α e−λu(τ−t) δ e−(λs−γ)(τ−s) ‖Xs‖ dτ
)

≤ K ‖X0‖+Kδ ‖Xs‖
(∫ t

s

(t− τ)−α e−γ(t−τ) dτ +

∫ ∞
t

(τ − t)−α e−(λu+λs−γ)(s−τ) dτ
)

≤ K ‖X0‖+KC̃δ ‖Xs‖

und zuletzt die Norm von T u

|T u(Xu, X0)(s, t)|α e(λu−γ)(t−s)

≤ e(λu−γ)(t−s)
(
Ke−λ

u(t−s) (1 + ‖X0‖) +

9



∫ s

0

K(s− τ)−α e−λ
s(s−τ) δ e−(λu−γ)(t−τ) ‖Xu‖ dτ −∫ t

s

K(s− τ)−α e−λ
u(τ−s) δ e−(λu−γ)(t−τ) ‖Xu‖ dτ

)
≤ K(1 + ‖X0‖) +Kδ ‖Xu‖

(∫ s

0

(s− τ)−α e−(λu+λu−γ)(s−τ) dτ −∫ t

s

(s− τ)−α e−γ(τ−s) dτ
)

≤ K(1 + ‖X0‖) +KC̃δ ‖Xu‖.

Beachte hierbei, daß nach Vorausssetzung γ und λs+λu−γ > 0 sind. Die Konstante C̃ <∞
hängt nur von λs, λu, γ und α ab. Für α = 0 gilt C̃ = 1

λ+λu−γ in der ersten beziehungsweise

C̃ = 1
γ

+ 1
λ+λu−γ in den beiden anderen Gleichungen.

Die zusammengesetzte Abbildung

T : X s
λs−γ ×X u

λu−γ × V → X s
λs−γ ×X u

λu−γ

definiert durch

T (Xs, Xu) :=
(
T s(Xs, T 0(Xs, Xu)), T u(Xu, T 0(Xs, Xu))

)
ist dann eine Kontraktion gleichmäßig in ε ∈ V , falls δ < δ0 := (K(K+1)C̃)−1 ist. Deshalb

existiert ein eindeutiger Fixpunkt (Xs
∗ , X

u
∗ ), der k-mal differenzierbar in ε ist, vergleiche

[8, Thm. 2.2.2]. Definiere Pε(t) := T 0(Xs
∗ , X

u
∗ )(t). Es soll nun gezeigt werden, daß Pε(t)

und (1− Pε(t)) die gewünschten Projektionen auf den stabilen beziehungsweise instabilen

Unterraum sind. Setze dazu in die beiden letzten Gleichungen in (1.3) überall die erste

Gleichung für Pε(t) ein:

Xs
∗(t, s) = T (t, s)P −

∫ s
0
T (t, τ)P B(ε, τ)Xu

∗ (τ, s) dτ−∫∞
t
T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs

∗(τ, s) dτ+∫ t
s
T (t, τ)P B(ε, τ)Xs

∗(τ, s) dτ

Xu
∗ (s, t) = T (s, t)(1− P ) +

∫∞
t
T (s, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs

∗(τ, t) dτ+∫ s
0
T (s, τ)P B(ε, τ)Xu

∗ (τ, t) dτ−∫ t
s
T (s, τ)(1− P )B(ε, τ)Xu

∗ (τ, t) dτ.

(1.4)

Für t = s ergibt sich dann
Xs
∗(t, t) = P −

∫∞
t
T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs

∗(τ, t) dτ−∫ t
0
T (t, τ)P B(ε, τ)Xu

∗ (τ, t) dτ

Xu
∗ (t, t) = (1− P ) +

∫ t
0
T (t, τ)P B(ε, τ)Xu

∗ (τ, t) dτ+∫∞
t
T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs

∗(τ, t) dτ.

(1.5)

Dann folgt Xs
∗(t, t) + Xu

∗ (t, t) = 1. Außerdem sieht man, daß Xs
∗(t, t) = Pε(t) ist. Als

nächstes wird gezeigt, daß die Abbildungen Pε(t) Projektionen sind. Dazu multiplizieren
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wir (1.4a) von rechts mit Xs(s, s) und (1.4b) mit Xu(t, t). Anschließend setzen wir die

Gleichung (1.5) ein und benutzen Xs
∗(t, t) +Xu

∗ (t, t) = 1. Wir erhalten

Xs
∗(t, s)X

s(s, s)

= T (t, s)P − 2

∫ s

0

T (t, τ)P B(ε, τ)Xu
∗ (τ, s) dτ +∫ s

0

T (t, τ)P B(ε, τ)Xu
∗ (τ, s)Xu(s, s) dτ −∫ ∞

t

T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs
∗(τ, s)X

s(s, s) dτ +∫ t

s

T (t, τ)P B(ε, τ)Xs
∗(τ, s)X

s(s, s) dτ

Xu
∗ (s, t)Xu(t, t)

= T (s, t)(1− P ) + 2

∫ ∞
t

T (s, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs
∗(τ, t) dτ −∫ ∞

t

T (s, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs
∗(τ, t)X

s(t, t) dτ +∫ s

0

T (s, τ)P B(ε, τ)Xu
∗ (τ, t)Xu(t, t) dτ −∫ t

s

T (s, τ)(1− P )B(ε, τ)Xu
∗ (τ, t)Xu(t, t) dτ.

Nun hat diese Gleichung in den neuen Variablen X̃s(t, s) = Xs
∗(t, s)X

s(s, s) und X̃u(s, t) =

Xu
∗ (s, t)Xu(t, t) in den gleichen Räumen wieder einen eindeutigen Fixpunkt. Dabei wer-

den die Integrale, die nur Xs
∗(τ, t) und Xu

∗ (τ, s) enthalten, fest gelassen. Dieser Fixpunkt

ist dann aber durch (Xs
∗(t, s), X

u
∗ (s, t)) gegeben, wie man leicht nachrechnet. Daher gilt

Xs
∗(t, s) = Xs

∗(t, s)X
s(s, s) und Xu

∗ (s, t) = Xu
∗ (s, t)Xu(t, t) für alle t ≥ s. Insbesondere

sind Xs(t, t) = Pε(t) und Xu(t, t) Projektionen. Auf dieselbe Art und Weise beweist man

die Halbgruppeneigenschaft von (Xs, Xu). Beachte dabei, daß die Gleichung für Xu(s, t)

auch für s > t Sinn macht. Damit ist (i) gezeigt.

Nun zur zweiten Behauptung. Zunächst sei der erste Teil der Fixpunktgleichung (1.3) wie-

derholt:
P − Pε(t) =

∫ t
0
T (t, τ)P B(ε, τ)Xu

∗ (τ, t) dτ+∫∞
t
T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs

∗(τ, t) dτ.

Diesen Ausdruck gilt es nun abzuschätzen. Aus (1.4) folgt leicht

PXu
∗ (s, t) =

∫ s
0
T (s, τ)P B(ε, τ)Xu

∗ (τ, t) dτ

=
∫ s

0
T (s, τ)P B(ε, τ)PXu

∗ (τ, t) dτ+∫ s
0
T (s, τ)PB(ε, τ)(1− P )Xu

∗ (τ, t) dτ.

Nun wird wieder mit einer gewichteten Norm abgeschätzt

|PXu
∗ (s, t)|α e(λu−γ)(t−s) e(λs−γ)s ≤
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≤ e(λu−γ)(t−s) e(λs−γ)s

(∫ s

0

K(s− τ)−α e−λ
s(s−τ) δ e−(λu−γ)(t−τ) e−(λs−γ)τ dτ ·(

sup
0≤τ≤s

|PXu
∗ (τ, t)|α e(λu−γ)(t−τ) e(λs−γ)τ

)
+∫ s

0

K(s− τ)−α e−λ
s(s−τ)C e−(λs−γ)τ e−(λu−γ)(t−τ) dτ ‖Xu

∗ ‖
)

≤ KCC̃ ‖Xu
∗ ‖+KC̃δ

(
sup

0≤τ≤s
|PXu

∗ (τ, t)|α e(λu−γ)(t−τ)e(λs−γ)τ

)
.

Daher kann nun |Xu
∗ | in dieser neuen gewichteten Norm durch

sup
t≥s
|PXu

∗ (s, t)|α e(λu−γ)(t−s) e(λs−γ)s ≤ KCC̃ (1−KC̃δ0)−1 ‖Xu
∗ ‖

≤ (K + 1)CC̃ ‖Xu
∗ ‖

abgeschätzt werden. Die analoge Abschätzung gilt für Xs
∗

sup
t≥s
|(1− P )Xs

∗(t, s)|α e(λs−γ)(t−s) e(λs−γ)t ≤ (K + 1)CC̃ ‖Xs
∗‖.

Um diese letzte Abschätzung zu erhalten, muß die Fixpunktgleichung (1.3) noch einmal mit

den neuen Normen gelöst werden, denn wir müssen ein Supremum für t ≤ τ ≤ ∞ bilden.

Dann existiert wieder ein eindeutiger Fixpunkt aufgrund des Kontraktionssatzes und die

in den verschiedenen Räumen erhaltenen Lösungen stimmen überein, da Beschränktheit

der neuen Norm die Beschränktheit in der alten impliziert. Damit erhält man schließlich

unter Verwendung dieser Abschätzungen die Ungleichung

|P − Pε(t)|α

≤
∣∣∣ ∫ t

0

T (t, τ)P B(ε, τ)Xu
∗ (τ, t) dτ

∣∣∣
α

+
∣∣∣ ∫ ∞

t

T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs
∗(τ, t) dτ

∣∣∣
α

=
∣∣∣PXu

∗ (t, t)
∣∣∣
α

+
∣∣∣(1− P )Xs

∗(t, t)
∣∣∣
α

≤ const. e−(λs−γ)t.

Die gleiche Methode wendet man noch auf die Ableitungen nach ε an. Damit ist (ii) gezeigt.

Nun zum dritten Teil. Hier ist konvergiert also Bε(t) wie C
(
ε · e−(λs−γ)t + e−(λss−γ)t

)
gegen

0. Diesmal braucht man keine gewichteten Normen:

|P − Pε(t)|α

≤
∣∣∣ ∫ t

0

T (t, τ)P B(ε, τ)Xu
∗ (τ, t) dτ

∣∣∣
α

+
∣∣∣ ∫ ∞

t

T (t, τ)(1− P )B(ε, τ)Xs
∗(τ, t) dτ

∣∣∣
α

≤
∫ t

0

K(t− τ)−α e−λ
s(t−τ)

(
ε · e−(λs−γ)τ + e−(λss−γ)τ

)
e−(λu−γ)(t−τ) ‖Xu

∗ ‖ dτ +∫ ∞
t

K(τ − t)−α e−λu(τ−t) (ε · e−(λs−γ)τ + e−(λss−γ)τ
)
e−(λs−γ)(τ−t) ‖Xs

∗‖ dτ

≤ const.
(
ε · e−(λs−γ)t + e−(λss−γ)t + e−(λs+λu−γ)t

)
.
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Das beweist (iii) und damit das Lemma. �

Lemma 1.2 Es gelten die folgenden Aussagen.

(i) Lemma 1.1 hat folgende Verallgemeinerung: ausgehend von einer exponentiellen Di-

chotomie der Gleichung ẋ + Ax = B̃(t)x (anstelle von (1.2)) hat jede Gleichung

ẋ+Ax = B̃(t)x+B(t)x mit sup |B(t)| hinreichend klein ebenfalls eine exponentielle

Dichotomie. Es gelten wieder (i) bis (iii) aus Lemma 1.1.

(ii) Jede Projektion P̃ (0) mit RP̃ (0) = RP (0) definiert eine exponentielle Dichotomie

P̃ (t) und es gilt

|P̃ (t)− P (t)|α ≤ Ce−(λs+λu)t

(iii) Falls |B(t)| → 0 für t→∞ gegen Null konvergiert, dann folgt P (t)→ P .

(iv) Es sei β ∈ [0, 1). Dann sind der Halbfluß X(t, s) von (1.1) und die Projektionen

P (t) im Inneren von J auf L(Xβ) fortsetzbar. Außerdem hat Gleichung (1.1) eine

exponentielle Dichotomie in Xβ, wenn sie eine Dichotomie in Xα besitzt.

(v) Die Projektionen P (·) ∈ C0((t0,∞), Xβ) sind stetig in der Operatornorm im Inneren

von J für jedes β ∈ [0, 1).

Beweis. Um Behauptung (i) zu zeigen, ersetzen wir im Beweis von Lemma 1.1 die kon-

stanten Projektionen P durch die zeitabhängigen neuen Projektionen P (t). Die Argumente

bleiben dadurch unverändert.

Wir zeigen als nächstes (ii). Es sei durch den Graphen der stetigen Abbildung

L : R(1− P (0))→ RP (0)

ein Komplement von RP (0) gegegeben. Dann definieren wir

P̃ (t) := P (t)− T (t, 0)LT (0, t)(1− P (0)).

Wir sehen leicht, daß P̃ (t) eine Projektion mit Bild in RP (t) ist, denn wegen RL ⊂ RP (0)

gilt

P̃ (t) = P (t)− T (t, 0)P (0)LT (0, t)(1− P (0)).

Weiterhin folgt daraus

|P (t)− P̃ (t)|α ≤ |T (t, 0)P (0)|α |L|α |T (0, t)(1− P (t))|α ≤ K2 |L|α e−(λs+λu)t.

Die Inverse von T (t, s) für t ≥ s auf R(1− P̃ (t)) ist durch (1− P̃ (t))T (s, t) (1−P ) gegeben,

denn es gilt (1 − P̃ (t)) (1 − P̃ (s)) = 1 − P̃ (t). Die exponentiellen Abschätzungen folgen

jetzt leicht.

Die Behauptung (iii) folgt wie in [31, Lemma 3.4]. Der Beweis wird deshalb hier nicht

ausgeführt.
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Wir beweisen (iv). Aus [23, Thm. 7.1.3(c) (i),(ii)] folgt für β, (β + γ) ∈ [0, 1), x ∈ D(A)

und h > 0 mit Konstanten C(β, γ) <∞:{
|X(t+ h, t)x|β ≤ C(β, γ)hmin(γ,0) |x|β+γ

|X(t+ h, t)x− x|β ≤ C(β, γ)hγ |x|β+γ.
(1.6)

Aus [23, Thm. 7.1.3(b)] folgt ferner, daß X(t, s) ein stark stetiger Halbfluß in Xβ ist für

jedes β ∈ [0, 1). Es sei im folgenden x ∈ D(A). Für β ≤ α folgt dann aus (1.6(a))

|(1− P (t))x|β = |X(t, t) (1− P (t))x|β
= |X(t, t+ 1) (1− P (t+ 1))X(t+ 1, t)x|β
≤ |X(t, t+ 1) (1− P (t+ 1))X(t+ 1, t)x|α
≤ K |X(t+ 1, t)x|α ≤ KC |x|β̃

für jedes β̃ ∈ [0, 1). Wir setzen β̃ = β und sehen, daß die Projektionen P (t) und (1−P (t))

sich auf Xβ fortsetzen lassen. Für β > α gilt ebenso

|(1− P (t))x|β = |X(t, t− h)X(t− h, t+ 1) (1− P (t+ 1))X(t+ 1, t)x|β
≤ C(h) |X(t− h, t+ 1) (1− P (t+ 1))X(t+ 1, t)x|α
≤ KC(h) |X(t+ 1, t)x|α ≤ KC |x|β.

Dabei wählen wir h so klein, daß t − h im Inneren von J liegt. Damit können wir die

Projektionen auf Xβ für jedes β < 1 fortsetzen. Mit der gleichen Methode zeigt man leicht,

daß X(t, s) in Xβ wieder dieselben exponentiellen Dichotomien besitzt.

Zuletzt zeigen wir (v). Der Beweis verläuft wie in [23, Lemma 7.6.2 (iii)]. Aus den Abschätz-

ungen in (iv) - insbesondere aus (1.6) - folgt für x ∈ D(A) und γ + β < 1

|(1− P (t+ h))x− (1− P (t))x|α
≤ |(X(t+ h, t)− 1)(1− P (t))x|α + |(1− P (t+ 1)) (X(t+ h, t)x− x)|β
≤ Chγ|(1− P (t))x|β+γ + |X(t+ h, t)x− x|
≤ Chγ|x|β + Chβ|x|β ≤ Chγ|x|β.

Damit ist P (t) sogar Hölderstetig und das Lemma ist gezeigt. �

Bemerkung 1.3 (i) Mit den gleichen Argumenten beweist man analoge Versionen der

Lemmata 1.1 und 1.2 für das Intervall J = (−∞, t0].

(ii) Wie bereits im Beweis von Lemma 1.1 bemerkt, wird die lokale Hölderstetigkeit von

B in der Zeit t nur gebraucht, um starke Lösungen Xs und Xu zu erhalten.

Für weitere Eigenschaften von exponentiellen Dichotomien speziell für durch sektorielle

Operatoren definierte Halbgruppen, siehe [23, ch. 7.6].
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Für gewöhnliche Differentialgleichungen ist es nun einfach, eine exponentielle Dichotomie

auf einem Intervall J = [t0,∞) mit t0 > 0 auf das Intervall [0,∞) (oder jedes andere größere

Intervall) auszudehnen. Dies wurde zum Beispiel von Coppel [12, ch. 2] gezeigt. Anders

sieht dies für semilineare parabolische Gleichungen aus. Dort kann man die Projektionen

nur unter bestimmten Voraussetzungen fortsetzen.

Lemma 1.4 Es sei B(·) ∈ C0([0,∞), L(Xα, X)) lokal Hölderstetig und t0 > 0. Die Glei-

chung ẋ + Ax = B(t)x mit Halbgruppe T (t, s) habe eine exponentielle Dichotomie mit

Projektion P (t) auf J = [t0,∞) (bzw. (−∞,−t0]). Es sei codim RP (t0) < ∞. Falls

T (t, s) : Xα → Xα injektiv ist und dichtes Bild für alle t ≥ s ≥ 0 (bzw. 0 ≥ t ≥ s)

besitzt, dann existiert eine exponentielle Dichotomie auf [0,∞) (bzw. auf (−∞, 0]). Dabei

ändert sich im allgemeinen der instabile Raum R(1−P (t)) (bzw. der stabile Raum RP (t)).

Beweis. Zunächst sei J = [t0,∞). Dann ist nur RP (t) eindeutig bestimmt, der Kern kann

frei gewählt werden. Wähle ein g : Xα → R
n linear und stetig mit Ke g = RP (t0), zum

Beispiel setze g = 1− P (t0). Hier sei n := codim RP (t0) <∞. Dann ist die Kodimension

von Ke g◦T (t0, 0) = T (t0, 0)−1 RP (t0) =: V0 wieder n, da das Bild von T (t0, 0) dicht ist und

rang g = n gilt. Wähle nun ein Komplement W0 von V0 in Xα. Aufgrund der Injektivität

und der Dichtheit des Bildes sind dann auch Cl T (t, 0)V0 und T (t, 0)W0 komplementär in

Xα für t > 0 und spannen Xα auf. Daher definiert diese Zerlegung stetige Projektionen

Q(t). Natürlich gilt dann RQ(t) = RP (t) für t ≥ t0. Zu zeigen ist das exponentielle

Abklingverhalten für T (t, s)Q(s) und T (s, t)(1−Q(t)) mit t ≥ s ≥ 0. Aus [23, p. 195] folgt

|T (t, s)|α ≤Meγ(t−s)

für ein γ > 0, die exponentielle Dichotomie liefert

|T (t, s)Q(s)|α ≤ Ke−λ
s(t−s)

für t ≥ s ≥ t0. Daher gilt dann für t ≥ t0 ≥ s ≥ 0

|T (t, s)Q(s)|α ≤ |T (t, t0)Q(t0)|α |T (t0, s)|α ≤ KMe−λ
s(t−t0)eγ(t0−s)

≤ KMe(λs+γ)t0e−λ
s(t−s).

Eine analoge Abschätzung gilt für T (s, t)(1−Q(t)). Daher sind die Q(t) exponentielle Di-

chotomien. Genauso (man vertausche die Rollen von stabilem und instabilem Raum) zeigt

man das gleiche Resultat für das Intervall (−∞, 0]. �

Wir beachten, daß bei dieser Veränderung der Projektionen die Abschätzungen von Lemma

1.1 wegen Lemma 1.2(i) auch auf dem neuen Intervall [0, t0] gelten.

Die Voraussetzungen an die Halbgruppe (Injektivität und Dichtheit des Bildes) sind sehr

stark, lassen sich aber trotzdem für eine große Klasse von semilinearen parabolischen Glei-

chungen nachweisen. Insbesondere Gleichungen mit analytischen Nichtlinearitäten und vie-

le Reaktions-Diffusions Gleichungen besitzen diese Eigenschaften, vergleiche [23, sect. 7.3]

und die dort angegebene Literatur.
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1.2 Gestörte lineare Gleichungen

Hier soll eine Darstellung von Lösungen parameterabhängiger nichtlinearer Differentialglei-

chungen in der Nähe eines hyperbolischen Gleichgewichts durch Lösungen der Linearisie-

rung gezeigt werden. Für verwandte Resultate vergleiche zum Beispiel [11, ch. 3.8], [22, ch.

X.13] und [29, Lemma 4.4].

(A1) Es sei A ein sektorieller Operator und f ∈ C1,β(Xα, X) für ein β > 0. Ferner sei

f(0) = Df(0) = 0. Das Spektrum von −A zerfalle in zwei Spektralmengen σ(−A) =

σs ∪ σss, wobei die Ungleichung Re σss < −αss < Re σs erfüllt sei. Außerdem gelte

Re σs = −λs < 0. Mit Qs
0 und P ss

0 bezeichnen wir die zu dieser Zerlegung gehörenden

Spektralprojektionen, siehe [23, ch. 1.5]. Es sei dim RQs
0 <∞.

Weiterhin sei As := AQs
0 und Ass := AP ss

0 . Betrachte dann die parabolische Differential-

gleichung

ẋ+ Ax = f(x), x ∈ Xα(1.7)

Lemma 1.5 Die Voraussetzung (A1) sei erfüllt. Dann existiert ein δ > 0 mit folgender

Eigenschaft. Es sei x0 ∈ Uδ(0) ⊂ Xα und x(t) für t ≥ 0 die Lösung von (1.7) mit x(0) = x0.

Dann existiert der Grenzwert v := limt→∞ e
Ast x(t) ∈ RQs

0. Außerdem gilt

|x(t)− e−Ast v|α ≤ Ce−min(αss,(1+β)λs)t.

Diese letzte Abschätzung gilt auch für die Ableitung nach t.

Beweis. Es sei (1 + 1
β
)γ < λs und δ so klein, daß supx∈Uδ(0)

|Df(x)| ≤ γ ist. Dann existiert

jede Lösung x(t) mit |x(0)|α < δ natürlich für alle t > 0. Tatsächlich konvergieren alle diese

Lösungen wie e−(λs−γ)t gegen 0 für t → ∞. In der Umgebung Uδ(0) gilt ferner |f(x)| ≤
K |x|1+β

α .

Wir schreiben die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um und projizieren gleich

in den schwach beziehungsweise stark stabilen Unterraum.{
Qs

0 x(t) = e−As(t−s)Qs
0 x(s) +

∫ t
s
e−A

s(t−τ)Qs
0 f(x(τ)) dτ

P ss
0 x(t) = e−Ass(t−s)P ss

0 x(s) +
∫ t
s
e−Ass(t−τ)P ss

0 f(x(τ)) dτ.
(1.8)

Unter Beachtung der Ungleichung für f folgt dann für t ≥ s
|
∫ t
s
eAsτQs

0 f(x(τ)) dτ |α ≤ |
∫ t
s
Ceλ

sτKe−(1+β)(λs−γ)τ dτ |
≤ KCe−(βλs−(1+β)γ)s (1− e−(βλs−(1+β)γ)(t−s))

|
∫ t
s
e−Ass(t−τ)P ss

0 f(x(τ)) dτ |α ≤
∫ t
s
C(t− τ)−αe−α

ss(t−τ)Ke−(1+β)(λs−γ)τ dτ

≤ Ce−min(αss,(1+β)(λs−γ))t

(1.9)
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gleichmäßig in s. Dabei muß αss eventuell ein wenig verkleinert werden, was aber nur die

Konstanten der exponentiellen Dichotomie ändert. Aus der ersten Abschätzung in (1.9)

folgt daher, daß eAst x(t) eine Cauchyfolge in Xα für t→∞ ist. Es sei

v := lim
t→∞

eAst x(t) = lim
t→∞

eAstQs
0 x(t).

Dann ist v ∈ RQs
0 und es gilt

Qs
0 x(t) = e−Astv +

∫ t

∞
e−As(t−τ)Qs

0 f(x(τ)) dτ.

Dies folgt aus Gleichung (1.8) nach dem Grenzübergang s → ∞, der jetzt ja erlaubt ist.

Nun kann die Approximation e−Astv mit x(t) verglichen werden. Zunächst folgt aus (1.9)

die Abschätzung |x(t)|α ≤ Ce−λ
st. Deshalb ist dann

|x(t)− e−Ast v|α(1.10)

≤
∫ t

∞
Ce−λ

s(t−τ) |x(τ)|1+β
α dτ +

∫ t

0

C(t− τ)−α e−α
ss(t−τ) |x(τ)|1+β

α dτ

≤ Ce−min(αss,(1+β)λs)t.

Für die Abschätzung der Differenz der Ableitungen dieser Ausdrücke werden [23, Lemma

3.5.1] sowie die auf Gleichung (1.8) folgenden Ungleichungen verwendet. Dies soll hier nicht

weiter ausgeführt werden. �

Bemerkung 1.6 Es seien die Annahmen aus Lemma 1.5 erfüllt. Zusätzlich sei

−As = (−λs + iω)Qs
0

mit einem einfachen Eigenwert −λs + iω. Wir definieren β̂ := min(β, (αss − λs)/λs). Mit

b := e(−λs+iω)t gilt dann x(b) = b v + O(|b|1+β̂) sowie |DbO|α ≤ |b|β̂ bis in b = 0 hinein.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 1.5. �

Ab jetzt beschränken wir uns in diesem Abschnitt auf gewöhnliche Differentialgleichungen.

Zuerst stellen wir einige spezielle Darstellungen von Lösungen in der stabilen und instabi-

len Mannigfaltigkeit bereit, die wir später bei der Behandlung der Orbit-Flip Verzweigung

benötigen werden.

Wir betrachten die gewöhnliche Differentialgleichung

ẋ+ A(µ)x = f(x, µ), (x, µ) ∈ Rn × V.(1.11)

Hier ist V ⊂ Rp offen. Wir treffen folgende Annahmen.
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(A2) Es sei f ∈ Ck für ein k ≥ 2. Ferner sei f(0, µ) = Dxf(0, µ) = 0 für µ ∈ V . Das

Spektrum von −A zerfalle in zwei Spektralmengen

σ(−A(µ)) = {−λs(µ)} ∪ σss(µ),

wobei die Ungleichung Re σss(µ) < −αss < −λs(µ) < −αs < 0 gleichmäßig in µ gel-

te. Wir setzen voraus, daß −λs(µ) ein einfacher Eigenwert ist; dann ist λs(µ) ∈ Ck.

Mit Qs
0 und P ss

0 bezeichnen wir die zu dieser Zerlegung gehörenden und o.B.d.A.

von µ unabhängigen Spektralprojektionen. Weiterhin sei Ass(µ) := A(µ)P ss
0 mit

σ(−Ass(µ)) = σss(µ). Wir nehmen ferner an, daß die lokale stark stabile Mannig-

faltigkeit im Eigenraum RP ss
0 enthalten ist.

Zusätzlich zu dieser grundlegenden Annahme benötigen wir später die folgende Vorausset-

zung.

(A3) Die Spektralmenge σss(µ) zerfalle ebenfalls in zwei Mengen

σss(µ) = {−λss(µ)} ∪ σr(µ),

wobei diesmal die Ungleichung Re σr(µ) < −αr < −λss(µ) < −αss < 0 gleichmäßig in

µ gelte. Es sei −λss(µ) ein einfacher Eigenwert. Die zugehörigen Spektralprojektionen

bezeichnen wir mit Qss
0 und P r

0 ; es gilt also P ss
0 = Qss

0 + P r
0 . Ferner sei Ar(µ) :=

A(µ)P r
0 . Diesmal sei auch die äußerst stark stabile lokale Mannigfaltigkeit W r

loc(0) in

RP r
0 enthalten.

Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.7 Die Voraussetzung (A2) sei erfüllt. Dann existiert ein δ > 0 mit folgender

Eigenschaft. Es seien kleine Anfangsdaten x0(µ) ∈ Ck(V, Uδ(0)) und zugehörigen Lösungen

x(µ, t) von (1.11) gewählt.

Dann existiert der Grenzwert vs(µ) := limt→∞ e
λs(µ)t x(µ, t) und vs(µ) ∈ RQs

0 ist Ck in µ.

Ferner gelten die Abschätzungen∣∣Dj
t

(
x(µ, t)− e−λs(µ)t vs(µ)

)∣∣ = O(e−α
sst)P ss

0 + O(e−2αst)

DµD
j
tx(µ, t) = DµD

j
t

(
e−λ

s(µ)t vs(µ)
)

+ O(e−α
sst + e−2αst)

für j = 0, 1.

Ab jetzt gelte zusätzlich noch (A3). Zusätzlich gilt dann folgendes.

(i) Es sei vs(µ) = µ1. Dann existiert eine Funktion vss(µ) ∈ Ck(V,RQss
0 ) mit∣∣Dj

t

(
x(µ, t)− e−λs(µ)t vs(µ)− e−λss(0,µ̂)t vss(µ)

)∣∣
= O

(
|µ1|(e−α

sst + e−2αst) + e−2αsst
)

+ O(e−α
rt)P r

0

für j = 0, 1. Dabei ist µ̂ durch µ = (µ1, µ̂) definiert.
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(ii) Es gelte λss(0) < 2λs(0). Dann existiert ebenfalls ein vss(µ) ∈ Ck(V,RQss
0 ) diesmal

mit ∣∣Dj
t

(
x(µ, t)− e−λs(µ)t vs(µ)− e−λss(µ)t vss(µ)

)∣∣ = O(e−2αst) + O(e−α
rt)P r

0

für j = 0, 1.

Beweis. Wir beweisen zunächst die Behauptung über vs(µ). Dies folgt wie in Lemma 1.5,

denn die dort aufgestellten Integralgleichungen gelten auch im parameterabhängigen Fall.

Wir erhalten analog zu (1.8){
Qs

0 x(µ, t) = e−λ
s(µ)(t−s)Qs

0 x(µ, s) +
∫ t
s
e−λ

s(µ)(t−τ)Qs
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

P ss
0 x(µ, t) = e−Ass(µ)(t−s)P ss

0 x(µ, s) +
∫ t
s
e−Ass(µ)(t−τ)P ss

0 f(x(µ, τ), µ) dτ.
(1.12)

Diesmal ist f ∈ Ck mit k ≥ 2. Daher gelten die Abschätzungen aus Lemma 1.5 mit β = 1.

Wir sehen, daß das mit eλ
s(µ)t multiplizierte erste Integral wieder eine Cauchyfolge ist und

erhalten schließlich die Grenzwertgleichung

Qs
0 x(µ, t) = e−λ

s(µ)tvs(µ) +

∫ t

∞
e−λ

s(µ)(t−τ)Qs
0 f(x(µ, τ), µ) dτ(1.13)

für vs(µ) := limt→∞ e
λs(µ)t x(µ, t). Insbesondere ist vs(µ) ∈ Ck. Aus (1.13) und der Glei-

chung

P ss
0 x(µ, t) = e−Ass(µ)tP ss

0 x0(µ) +

∫ t

0

e−Ass(µ)(t−τ)P ss
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

erhalten wir schließlich die geforderten Ungleichungen. Dabei beachten wir, daß wir auf-

grund der Koordinatenwahl W ss
loc(0) ⊂ RP ss

0 die Nichtlinearität in den Koordinaten (xs, xss)

∈ RQs
0×RP ss

0 durch |Qs
0f(xs +xss, µ)| ≤ C |xs| |xs +xss| abschätzen können. Eine Anwen-

dung der Gronwallschen Ungleichung liefert dann das Resultat. Die Abschätzungen für die

Ableitungen nach µ und t erhält man durch Differenzieren ebenfalls aus diesen Integral-

gleichungen. Dabei beachten wir die Voraussetzung Dxf(0, µ) = 0 für die Abschätzung der

Ableitung nach µ.

Als nächstes beweisen wir (i). Nach Voraussetzung gilt also vs(µ) = µ1. Wegen der Annah-

me (A3) können wir die vorher erzielten Resultate in der stark stabilen Mannigfaltigkeit auf

x((0, µ̂), t) anwenden, denn für µ1 = 0 liegt x(µ, t) in der stark stabilen Mannigfaltigkeit.

Wir erhalten also

x((0, µ̂), t) = e−λ
ss(0,µ̂)t vss(0, µ̂) + O(e−α

rt)P r
0 + O(e−2αsst).(1.14)

Anschließend betrachten wir den Fall µ1 6= 0. Dazu fassen wir x(µ, t) als Störung von

x((0, µ̂), t) auf. Es sei also x(µ, t) = x((0, µ̂), t) + w(µ, t). Dann löst w(µ, t) = (ws, wss) ∈
RQs

0 × RP ss
0 die Integralgleichung

ws(µ, t) = e−λ
s(µ)tws0(µ) +

∫ t
0
e−λ

s(µ)(t−τ)Qs
0 f(x((0, µ̂), τ) + w(µ, τ), µ) dτ

wss(µ, t) = e−Ass(µ)twss0 (µ) +
∫ t

0
e−Ass(µ)(t−τ)Qs

0 ·(
(Ass(0, µ̂)− Ass(µ))x((0, µ̂), τ)+

f(x((0, µ̂), τ) + w(µ, τ), µ)− f(x((0, µ̂), τ), (0, µ̂))
)
dτ.

(1.15)

19



Wegen |w(µ, t)| ≤ |µ1|e−α
st folgt zunächst wieder

Qs
0 x(µ, t) = ws(µ, t) = e−λ

s(µ)tµ1 + O(|µ1|e−2αst).

Aufgrund von

|f(x+ w, µ)− f(x, (0, µ̂))| ≤ C |µ1| |x+ w|

folgt aus Gleichung (1.15) außerdem

|wss(µ, t)| ≤ |µ1|e−λ
ss(µ)t +

∫ t
0
e−λ

ss(µ)(t−τ)
(
|µ1|e−α

ssτ + |µ1|(e−2αsτ + e−α
ssτ )

)
dτ

≤ C |µ1|(e−2αst + e−α
sst).

Aus diesen Abschätzungen und (1.14) folgt (i); die Abschätzung für die Ableitung erhalten

wir auf die gleiche Art und Weise.

Schließlich müssen wir noch (ii) zeigen. Dazu zerlegen wir die Differentialgleichung in drei

Komponenten.
Qs

0x(µ, t) = e−λ
s(µ)(t−s)Qs

0 x(µ, s) +
∫ t
s
e−λ

s(µ)(t−τ)Qs
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

Qss
0 x(µ, t) = e−λ

ss(µ)(t−s)Qss
0 x(µ, s) +

∫ t
s
e−λ

ss(µ)(t−τ)Qss
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

P r
0x(µ, t) = e−Ar(µ)tP r

0 x0(µ) +
∫ t

0
e−Ar(µ)(t−τ)P r

0 f(x(µ, τ), µ) dτ

(1.16)

Nun schätzen wir die ersten beiden Integrale ab.∣∣∣∫ ts eλs(µ)τQs
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫ ts Ceλs(µ)τ e−2λs(µ)τ dτ
∣∣∣

≤ C |e−λs(µ)t − e−λs(µ)s|

und ∣∣∣∫ ts eλss(µ)τQss
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫ ts Ceλss(µ)τ e−2λs(µ)τ dτ
∣∣∣

≤ C |e−(2λs(µ)−λss(µ))t − e−(2λs(µ)−λss(µ))s|.

Aufgrund der Voraussetzung λss(0) < 2λs(0) sind daher beide Integrale Cauchyfolgen und

konvergieren für t→∞ gleichmäßig in µ. Wir definieren nun

vs(µ) := Qs
0 x(µ, 0) +

∫∞
0
eλ

s(µ)τQs
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

vss(µ) := Qss
0 x(µ, 0) +

∫∞
0
eλ

ss(µ)τQss
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

und erhalten dann anstelle von (1.16) die Gleichungen

Qs
0 x(µ, t) = e−λ

s(µ)t vs(µ)−
∫∞
t
e−λ

s(µ)(t−τ)Qs
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

Qss
0 x(µ, t) = e−λ

ss(µ)t vss(µ)−
∫∞
t
e−λ

ss(µ)(t−τ)Qss
0 f(x(µ, τ), µ) dτ

P r
0 x(µ, t) = e−Ar(µ)tP r

0 x0(µ) +
∫ t

0
e−Ar(µ)(t−τ)P r

0 f(x(µ, τ), µ) dτ.

Daraus folgen schließlich die Abschätzungen aus (ii). Damit ist das Lemma bewiesen. �

Ebenfalls für die Behandlung der Orbit-Flip Verzweigung werden wir Lösungen der adjun-

gierten Variationsgleichung entlang eines homoklinen Orbits durch Lösungen der adjun-

gierten Linearisierung im Gleichgewicht darstellen. Die nötigen Abschätzungen stellen wir

in dem folgenden Lemma bereit. Zunächst geben wir die Annahmen an.
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(A4) Es sei −A(µ) ∈ Ck(L(Rn)). Das Spektrum von −A(µ) zerfalle in Spektralmengen

σr(µ) ∪ {−λss(µ)} ∪ {−λs(µ)} ∪ σu(µ)

mit

Re σr(µ) < −αr < −λss(µ) < −λs(µ) < αs < 0 < αu < Re σu(µ).

Die zugehörigen Spektralprojektionen P r
0 , Qss

0 , Qs
0 und P u

0 seien unabhängig von

µ. Es bezeichne T (µ, t, s) die Halbgruppe von −A(µ) und es sei P s
0 = Qs

0 + Qss
0 +

P r
0 . Schließlich sei eine Abbildung B(µ, t) ∈ Ck(V × [0,∞) → L(Rn)) gegeben mit

|Dj
µB(µ, t)| ≤ Ce−λ

ut für 0 ≤ j ≤ k. Hier sei k ≥ 2.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung

ẋ+ A(µ)x = B(µ, t)x(1.17)

Wir bezeichnen den stabilen Teil der Lösungshalbgruppe von (1.17) mit Xs(µ, t, s) für

t, s ≥ Ω > 0. Dieser Anteil existiert nach Lemma 1.1, sofern nur Ω hinreichend groß ist.

Dann erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 1.8 Die Voraussetzung (A4) sei erfüllt und Ω sei hinreichend groß. Ferner sei

λss(0) < αu. Dann existieren Abbildungen

Qs(µ,Ω) := Qs
0 +

∫∞
Ω
eλ

s(µ)(τ−Ω) Qs
0 B(µ, τ)Xs(µ, τ,Ω) dτ

Qss(µ,Ω) := Qss
0 +

∫∞
Ω
eλ

ss(µ)(τ−Ω)Qss
0 B(µ, τ)Xs(µ, τ,Ω) dτ

mit der Eigenschaft∣∣Dj
µ

(
Xs(µ, t)− e−λs(µ)tQs(µ,Ω)− e−λss(µ)tQss(µ,Ω)

)∣∣ = O(e−(αu+αs)t) + O(e−α
rt)P r

0

für 0 ≤ j ≤ k und t ≥ Ω.

Beweis. Zunächst gilt Lemma 1.1 auch für parameterabhängige Operatoren. Daher gilt

|Xs(µ, t,Ω)| ≤ C(Ω) e−λ
st. Aus (1.4) angewendet auf das Intervall [Ω,∞) folgt dann für

die stabile Halbgruppe Xs(µ, t) := Xs(µ, t,Ω) die Identität{
Xs(µ, t) = T (µ, t,Ω)P s

0 −
∫∞
t
T (µ, t, τ)P u

0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ+∫ t
Ω
T (µ, t, τ)P s

0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ.
(1.18)

Weiterhin gilt jetzt für t ≥ s ≥ Ω

|
∫ t
s
eλ

s(µ)(τ−Ω)Qs
0B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ | ≤

∫ t
s
C(Ω) e−(αs+αu−λs(µ))τ dτ

≤ C(Ω) e−(αs+αu−λs(µ))s

|
∫ t
s
eλ

ss(µ)(τ−Ω)Qss
0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ | ≤

∫ t
s
C(Ω) e−(αs+αu−λss(µ))τ dτ

≤ C(Ω) e−(αs+αu−λss(µ))s.
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Beachte dabei die Voraussetzung λss(µ) < αu. Beide Integrale sind daher Cauchyfolgen

und konvergieren für t→∞. Wir definieren nun

Js(µ,Ω) :=
∫∞

Ω
eλ

s(µ)(τ−Ω)Qs
0B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ

Jss(µ,Ω) :=
∫∞

Ω
eλ

ss(µ)(τ−Ω)Qss
0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ

und setzen diese Identitäten in Gleichung (1.18) ein

Xs(µ, t) = T (µ, t,Ω)P s
0 + T (µ, t,Ω) (Js(µ,Ω) + Jss(µ,Ω))−∫ ∞

t

T (µ, t, τ) (Qs
0 +Qss

0 )B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ +∫ t

Ω

T (µ, t, τ)P r
0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ −

∫ ∞
t

T (µ, t, τ)P u
0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ.

Für den Restterm R(µ, t) := Xs(µ, t) − T (µ, t,Ω) (Qs
0 + Js(µ,Ω) + Qss

0 + Jss(µ,Ω)) folgt

deshalb
R(µ, t) = T (µ, t,Ω)P r

0 +
∫ t

Ω
T (µ, t, τ)P r

0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ−∫∞
t
T (µ, t, τ) (Qs

0 +Qss
0 )B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ−∫∞

t
T (µ, t, τ)P u

0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ.

Diese Terme müssen nun noch abgeschätzt werden:

|T (µ, t,Ω)P r
0 | ≤ C(Ω) e−α

rt

|
∫ t

Ω
T (µ, t, τ)P r

0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ | ≤
∫ t

Ω
C(Ω) e−α

r(t−τ)e−(αs+αu)τ dτ

≤ C(Ω) (e−α
rt + e−(αs+αu)t)

|
∫∞
t
T (µ, t, τ) (Qs

0 +Qss
0 )B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ | ≤

∫∞
t
C(Ω) e−λ

s(µ)(t−τ)e−(αs+αu)τ dτ

≤ C(Ω) e−(αs+αu)t

|
∫∞
t
T (µ, t, τ)P u

0 B(µ, τ)Xs(µ, τ) dτ | ≤
∫∞
t
C(Ω) eα

u(t−τ)e−(αs+αu)τ dτ

≤ C(Ω) e−(αs+αu)t.

Die gleichen Abschätzungen gelten nun wegen Lemma 1.1 und der Voraussetzung an B(µ, t)

auch für die Ableitungen nach µ. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Bemerkung 1.9 Die Abbildungen Qs(µ,Ω) und Qss(µ,Ω) aus Lemma 1.8 sind die Summe

einer exponentiellen Dichotomie für Gleichung (1.17) und eines Terms, der das asympto-

tische Verhalten im Bildraum dieser exponentiellen Dichotomie erfaßt. Der Kern besteht

aus den stark beziehungsweise äußerst stark stabilen Lösungen.

Beweis. Dies folgt aus Gleichung (1.5b) und den Abschätzungen aus Lemma 1.8. �
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2. Der geometrische Zugang: Zentrumsmannigfaltig-

keiten

2.1 Einführung

In diesem Kapitel soll die Existenz von Zentrumsmannigfaltigkeiten für homokline Orbits

gezeigt werden. Dazu werden wir die Graphentransformation verwenden. Diese Methode

hat eine lange Geschichte. Eingeführt wurde sie wohl von Hadamard [19], der wohl um-

fangreichste und allgemeinste Beitrag stammt von Hirsch, Pugh und Shub [24].

Wir konstruieren zunächst eine lokal invariante Mannigfaltigkeit W cu
hom, die dadurch charak-

terisiert ist, daß sie alle Lösungen enthält, die für negative Zeiten in einer kleinen tubularen

Umgebung U des Orbits γ(q0) bleiben. Anschließend kann nach Einschränkung des Halb-

flusses auf diese Fläche die Zeit umgekehrt werden, und mit der gleichen Methode dann in

W cu
hom die Existenz von W c

hom gezeigt werden. Diese Mannigfaltigkeit soll nun, wie in der

Einleitung erwähnt, diejenigen Lösungen enthalten, die sich für alle Zeiten in der tubularen

Umgebung U des homoklinen Orbits aufhalten.

Wie geht nun die Konstruktion dieser Flächen vor sich? Dies geschieht, wie gesagt, mit

der Graphentransformation. Zunächst werden aus einer exponentiellen Dichotomie ent-

lang der Variationsgleichung des homoklinen Orbits stabile und instabile Vektorbündel

bestehend aus kontrahierenden und expandierenden Richtungen gewonnen. Tatsächlich ist

die Linearisierung eingeschränkt auf das instabile Bündel nicht notwendig expandierend,

sie kontrahiert dort aber schwächer als im stabilen Bündel. Dies definiert eine (pseudo-

ursprünglicher
Graph

mit dem Fluß
transportierter Graph

W s
loc

W u
loc

W ss
loc

p0

Abbildung 4: Lokale invariante Mannigfaltigkeiten in der Nähe des Gleichgewichts

23



)hyperbolische Struktur in der Nähe von γ(q0), siehe [24, ch. 5, p.53]. Wir betrachten

Flächen, die als Graphen über dem instabilen Bündel, d.h. als Abbildungen vom instabilen

in das stabile Bündel, dargestellt sind. Die Idee besteht nun darin, auf derartige Flächen den

Halbfluß anzuwenden. Falls dann das so entstandene Objekt wieder als Graph dargestellt

werden kann, so erhalten wir eine Kontraktion auf dem Funktionenraum der Graphen über

dem instabilen Bündel; entlang der stabilen Fasern werden die Graphen ja kontrahiert. Der

schwierige Teil ist allerdings der Nachweis, daß die mit dem Fluß transportierten Graphen

tatsächlich selbst wieder Graphen sind. Dazu sind zwei Dinge nachzuweisen. Zum einen

muß über jedem Punkt des ursprünglichen Definitionsbereichs wieder ein neuer Bildpunkt

liegen, zum anderen muß dieser Bildpunkt auch noch eindeutig sein. In Abbildung 4 sehen

wir aber, daß die erste Bedingung, das sogenannte Überfließen, bei homoklinen Orbits nicht

erfüllt sein wird, denn bereits bei der Konstruktion einer invarianten Mannigfaltigkeit lokal

um das Gleichgewicht p0 herum wird der neue Definitionsbereich des transportierten Gra-

phen schrumpfen. Normalerweise umgeht man diese Schwierigkeit durch Globalisierung,

d.h. durch das Abschneiden der Nichtlinearität außerhalb einer kleinen Umgebung von p0.

Dies ist bei homoklinen Lösungen nicht so leicht möglich, da diese selbst globaler Natur

sind. Stattdessen werden wir in einer geeigneten Umgebung von p0 im expandierenden

Eigenraum das gesamte Vektorfeld abschneiden, siehe Abbildung 5.

Dadurch verlieren wir zwar die pseudo-hyperbolische Struktur, da in diesem Bereich die

Aufspaltung in expandierende (beziehungsweise schwach kontrahierende) und stark kon-

trahierende Richtungen nicht mehr existiert. Wir können aber durch Aufbringen einer

zusätzlichen Kontraktion im stabilen Eigenraum diese hyperbolische Struktur erhalten. Da-

mit haben wir das Überfließen des Definitionsbereichs erreicht. Die pseudo-hyperbolische

zusätzlich
aufgeprägte

Kontraktion

Abschneiden des schwach
stabilen (bzw. expansiven)

Anteils des Vektorfelds

Invarianz des Definitionsbereichs
der Graphen

W ss
loc(p0)

p0

homokliner
Orbit q(t)

Stabiles
Bündel

Abbildung 5: Modifikation des Vektorfelds
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Struktur liefert zuletzt, daß der transportierte Graph wieder als Graph geschrieben werden

kann.

2.2 Das Resultat

Betrachte die Differentialgleichung

ẋ+ Ax = f(x), x ∈ Xα(2.1)

für t > 0 und mit x(0) = x0 ∈ Xα. A sei ein sektorieller Operator, die Nichtlinearität

erfülle f : Xα → X ∈ Cr,ρ für r, ρ > 0 und schließlich sei f(0) = Df(0) = 0. Ferner sei q(t)

ein homokliner Orbit von Gleichung (2.1) mit limt→±∞ q(t) = 0. Wir bezeichnen mit T (t, s)

die lineare Lösungshalbgruppe der Variationsgleichung v̇ +Av = Dxf(q(t)) v entlang q(t).

Zunächst gelte folgende Annahme.

(H1) Das Spektrum von −A zerfalle in die Spektalmengen σ(−A) = σs ∪ σc ∪ σu mit

Re σs < −αss < −αs < Re σc < αu < αuu < Re σu < αr.

Die zugehörigen Eigenräume werden mit Ei
0 für i = s, c, u bezeichnet. Es sei dim Ei

0 <

∞ für i = c, u.

Die zu dieser Spektralzerlegung gehörenden Spektralprojektionen werden mit P i
0 für i =

s, c, u bezeichnet. Ferner sei P cu,s die zur Spektralmenge {λ ∈ σ(−A) /Reλ ≥ 0} gehörende

Spektralprojektion.

Dann existieren ein t0 ≥ 0 und komplementäre exponentielle Dichotomien P i(t) und P̂ i(t)

für t > t0 beziehungsweise t < −t0 und i = s, c, u mit folgenden Eigenschaften:
|T (t, s)P s(s)|α ≤ Ke−α

ss(t−s) t ≥ s ≥ t0

|T (t, s)P c(s)|α ≤ Keα
u(t−s) t ≥ s ≥ t0

|T (t, s)P c(s)|α ≤ Keα
s(s−t) s ≥ t ≥ t0

|T (t, s)P u(s)|α ≤ Keα
uu(t−s) s ≥ t ≥ t0

(2.2)

und für negative Zeiten
|T (t, s)P̂ s(s)|α ≤ Ke−α

ss(t−s) s ≤ t ≤ −t0
|T (t, s)P̂ c(s)|α ≤ Keα

u(t−s) s ≤ t ≤ −t0
|T (t, s)P̂ c(s)|α ≤ Keα

s(s−t) t ≤ s ≤ −t0
|T (t, s)P̂ u(s)|α ≤ Keα

uu(t−s) t ≤ s ≤ −t0.

(2.3)

Die Existenz dieser Projektionen folgt aus Lemma 1.1. Wende dieses Lemma mit den

Exponenten −αss und −αs sowie mit Exponenten αu und αuu an. Anschließend kombiniere

man diese Projektionen geeignet. Dabei beachten wir, daß wir nach Lemma 1.2(ii) eine

gewisse Freiheit in der Wahl der Projektionen besitzen. Die nächste Voraussetzung ist nun:
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(H2) Die exponentiellen Dichotomien lassen sich bis zu t0 = 0 fortsetzen und es gilt:

RP̂ u(0)⊕
(

RP s(0)⊕ RP c(0)
)

= Xα

RP s(0)⊕
(

RP̂ u(0)⊕ RP̂ c(0)
)

= Xα.

Wir beachten, daß die in der ersten Gleichung vorkommenden Räume RP̂ u(0) und RP s(0)⊕
RP c(0) eindeutig bestimmt sind. Dies sind ja gerade der instabile und stabile Unterraum

bezüglich der exponentiellen Dichotomien mit Raten αu und αuu für t ≤ 0 und t ≥ 0. Eine

analoge Aussage gilt für die Räume in der zweiten Gleichung von (H2). Deshalb hängt

diese Annahme nicht von der Wahl der Projektionen ab. Aus Lemma 1.2(v) folgt, daß die

Projektionen stetig in der Operatornorm sind bezüglich der Zeit t.

Die letzte Annahme schließlich betrifft das asymptotische Verhalten des homoklinen Orbits

für t→∞:

(H3) Es existieren einfache Eigenwerte λ+, λ− ∈ σc(−A) mit {λ ∈ σc /Reλ = Reλ±} =

{λ±}. Darüberhinaus sei für i = + und i = − jeweils eine der folgenden Annahmen

erfüllt.

(a) Reλi 6= 0. Dann konvergiere |q(t)|α wie eλit gegen Null für t → ∞ und i = +

beziehungsweise t → −∞ für i = −. (Insbesondere ist hier Reλ+ < 0 und

Reλ− > 0.)

(b) Reλi = 0. Dann sei q(0) /∈ W s
loc(0) für i = + beziehungsweise q(0) /∈ W u

loc(0) für

i = −. Außerdem sei in diesem Fall f ∈ C2,ρ.

Wir beachten hier, daß die Eigenwerte λ+ und λ− nicht die führenden oder prinzipalen

Eigenwerte sein müssen. Darüberhinaus können diese Eigenwerte komplex sein. Fall (b)

läßt homokline Orbits zu, die in einer eindimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit enthalten

sind. Dann gilt der folgende Satz.

Satz 1 Die Annahmen (H1),(H2) und (H3) seien erfüllt. Ferner sei min(α
ss

αs
, α

uu

αu
, r+ρ) >

k+β mit β ∈ (0, 1], k ∈ N. Dann existiert eine lokal invariante Mannigfaltigkeit W c
hom mit

folgenden Eigenschaften.

(i) W c
hom ∈ Ck,β.

(ii) dim W c
hom = dim Ec.

(iii) W c
hom ist normal hyperbolisch.

(iv) W c
hom enthält alle Lösungen, die für alle Zeiten in einer kleinen tubularen Umgebung

des Orbits γ(q0) bleiben.

Es gilt auch eine parameterabhängige Version von Satz 1.

Satz 2 Es sei A sektoriell und f : Xα ×M → Xα ∈ Cr,ρ mit M ⊂ Rp offen. Betrachte

die parameterabhängige Differentialgleichung

ẋ+ Ax = f(x, µ), (x, µ) ∈ Xα ×M.(2.4)
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Weiterhin seien die Annahmen (H1) bis (H3) für Gleichung (2.4) mit µ = µ0 erfüllt. Dann

existiert eine Umgebung U(µ0) von µ0 in Rp und eine lokal invariante Fläche W cu
hom(µ) von

(2.4) für µ ∈ U(µ0). W cu
hom(µ) besitzt die Eigenschaften (ii) bis (iv) aus Satz 1 gleichmäßig

in µ ∈ U(µ0). Ferner ist W cu
hom ∈ Ck,β(Xα × U(µ0)) gemeinsam in (x, µ) differenzierbar.

Im restlichen Teil dieses Kapitels sollen diese Sätze bewiesen werden.

2.3 Der Beweis

Wie in der Einführung erwähnt, beweisen wir zunächst die Existenz von W cu
hom. Als erstes

geben wir aber einen technischen Überblick des Beweises.

Die pseudo-hyperbolische lineare Struktur bewirkt eine schnelle Kontraktion der Ablei-

tung der Zeit T -Abbildung des Flusses mit der Rate e−α
ssT in den stabilen gegenüber einer

langsameren Kontraktion mit der Rate e−α
sT in den instabilen Räumen. Dabei werden die

expandierenden und kontrahierenden Richtungen durch die Bilder RP cu(t) und RP s(t) der

exponentiellen Dichotomien gegeben. Um den Definitionsbereich der Graphen beschreiben

zu können, wählen wir ein stetig von t abhängendes Komplement S(t) von span q̇(t) im

Bild RP cu(t). Das so entstandene Bündel über dem homoklinen Orbit modifizieren wir so,

daß es, wie in Abbildung 6 gezeigt, mit dem Eigenraum Ecu
0 zusammenpaßt. Anschließend

müssen wir das Überfließen dieses Bereichs garantieren. Dazu unterteilen wir den Defini-

tionsbereich in drei Teile, nämlich in Dl = Uε(0) in Ecu
0 , in D± und schließlich in den weit

entfernten Teil Df , vergleiche Bild 6. Wir erreichen das Überfließen in Df nun dadurch, daß

wir dort den Radius in der zu span q̇(t) transversalen Richtung RS(t) schneller schrumpfen

lassen, als der lineare Fluß in RP cu(t) kontrahiert. Dies ist in Abbildung 6 angedeutet.

Hier brauchen wir also nur den Definitionsbereich angepaßt zu wählen. In den Bereichen

Dl

D−

D+

Df

RS(t)

Abbildung 6: Definitionsbereich der Graphen
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D+ und D− müssen wir das Vektorfeld verändern. Dies geschieht, wie in Abbildung 5

eingezeichnet, durch Addition eines nach außen wirkenden Vektorfelds. Dadurch wird die

pseudo-hyperbolische Struktur nicht zerstört, denn tatsächlich wird dort ja die Expansion

verstärkt, d.h. die Kontraktion verkleinert. Im verbliebenen Bereich Dl werden wir dagegen

das gesamte Vektorfeld (und nicht nur die Nichtlinearität) in der Ecu
0 -Richtung abschnei-

den, siehe Abbildung 5. Das garantiert natürlich das Überfließen, zerstört aber zugleich

die hyperbolische Struktur. Deshalb addieren wir eine zusätzliche Kontraktion der Form

−β1 χ(xcu)xs in der stark stabilen Richtung, wobei χ eine cutoff-Funktion auf dem stark

schraffierten Bereich in Abbildung 5 ist. Dadurch erhalten wir aber für die Ableitung einen

Kopplungsterm ε−1 β1 Dχx
s. Hier ist ε der Durchmesser des Abschneidebereichs. Dieser

Term zerstört die Hyperbolizität nicht, sofern nur die zulässigen stabilen Komponenten xs

hinreichend klein sind. Daher dürfen wir nur Graphen von D in das stabile Bündel zulassen,

deren Werte kleiner als - sagen wir - κ1ε sind für ein kleines von ε unabhängiges κ1. Für das

Bild jedes solchen Graphen unter der Zeit T -Abbildung wird die stabile Komponente in

Dl auch wieder kleiner als κ1ε sein, denn wir haben eine starke Kontraktion in der stabilen

Richtung. Trotzdem handeln wir uns gleich das nächste Problem ein. Denn wir müssen

ja nicht nur in der Nähe des Gleichgewichts, sondern auch für die anderen Bereiche nach-

weisen, daß Graphen mit Werten kleiner als ε diese Bedingung auch nach Transformation

mit der Zeit T -Abbildung erfüllen. Dazu werden wir auch die Schranken für die zulässigen

stabilen Komponenten mit der Zeit t entlang des homoklinen Orbits schrumpfen lassen,

da die Nichtlinearität sonst die lineare Kontraktion zunichte machen könnte. Nun sind wir

fast fertig. Es bleibt zu zeigen, daß transportierte Graphen wieder Graphen sind. Dazu

betrachten wir die Projektion π̂cu des Bildes eines Graphen σ unter der Zeit T -Abbildung

ΦT auf den Definitionsbereich D. Die Existenz eines Rechtsinversen dieser Funktion auf D

zeigt dann, daß der transportierte Graph Φt ◦ (id + σ) wieder ein Graph ist. Um die Exi-

stenz dieses Rechtsinversen zu beweisen, werden wir jeweils geeignete Koordinaten in den

Bereichen Dl, D± und Df wählen. Diese Teilmengen von D sollen so große Überlappungen

besitzen, daß(
(π̂cu ◦ ΦT )−1Dl ∩Dl

)
∪
(

(π̂cu ◦ ΦT )−1D± ∩D±
)
∪
(

(π̂cu ◦ ΦT )−1Df ∩Df
)

= D

gilt. Dann reicht es aus, die Rechtsinversen auf diesen Schnittmengen zu berechnen. Dies

hat den Vorteil, daß wir sowohl im Urbild wie im Bild in den gleichen Koordinaten rechnen

können.

Nach diesem kurzen Überblick beginnen wir mit dem Beweis. Wir beschränken uns zunächst

auf den Fall reeller λ±. Die nötigen Modifikationen im Falle komplexer Eigenwerte beschrei-

ben wir am Schluß dieses Abschnitts.
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2.3.1 Stabile und instabile Bündel

Zunächst wählen wir eine feste Abschneidefunktion χ(x) für x ∈ R mit

χ(x)


= 0 für x ≤ 1

3

∈ (0, 1) für x ∈ (1
3
, 2

3
)

= 1 für x ≥ 2
3
.

χ

1
1
3

2
3

Es sei sup |Dχ| =: K(χ). Wie üblich definieren wir χε(x) := χ(x/ε).

Wir wählen Koordinaten in Ecu
0 , so daß (−A|Ecu0 ) die Darstellung −A|Ecu0 = ∆ + J besitzt,

wobei ∆ eine Diagonalmatrix und J der Jordanblock von −A|Ecu0 ist. Ferner sei

Re σs + |J | < −αss < −αs < Re σcu ± |J | < αr.

Dann wähle ein Skalarprodukt 〈·, ·〉 auf Ecu
0 , so daß dieses Koordinatensystem orthonormal

ist und die einzelnen verallgemeinerten Eigenräume in Ecu
0 paarweise senkrecht aufeinander

stehen. Dies ist stets möglich, da Ecu
0 endlich-dimensional ist. Weiterhin ändern sich da-

durch die Annahmen (H1) bis (H3) nicht, nur die Konstante der exponentiellen Dichotomie

ändert sich eventuell. Es existieren dann Konstanten a1, a2 > 0 mit a1 |x|α ≤ |x| ≤ a2 |x|α
für x ∈ Ecu

0 . Hier ist |·| die durch das Skalarprodukt auf Ecu
0 induzierte Norm. Im folgenden

werden wir daher o.B.d.A. die Norm | · |α durch die Produktnorm von | · | auf Ecu
0 und | · |α

auf Es
0 ersetzen.

Anschließend modifizieren wir die Projektionen der exponentiellen Dichotomien und er-

halten dann exponentielle Dichotomien auf ganz R. Dies sind natürlich keine Dichotomien

auf R im Sinne von [31], denn wir haben hier nur eine pseudo-hyperbolische Struktur. Die

exponentiellen Raten erfüllen −αss < −αs < 0, während in [31] die Trennung in positive

und negative Raten −αs < 0 < αu benötigt wird.

Bemerkung 2.1 Es existieren Projektionen P̃ s(t), P̃ u(t) und P̃ c(t) für t ∈ R, die die

gleichen Eigenschaften wie die ursprünglichen Projektionen P i(t) und P̂ i(t) für t ≥ 0 bzw.

t ≤ 0 haben: es gelten die Ungleichungen (2.2) und (2.3). Ferner konvergiert P̃ i(t) → P i
0

für i = s, c, u und t→ ±∞.

Beweis. Zunächst bilden die Räume RP s(0), RP̂ u(0) und R(P̂ u(0) + P̂ c(0)) ∩ R(P s(0) +

P c(0)) eine Zerlegung von Xα in komplementäre, abgeschlossene Unterräume. Dann können

wir mit Hilfe dieser Zerlegung wieder komplementäre Projektionen P̃ s(0), P̃ u(0) und P̃ c(0)

definieren. Dies gibt nach Lemma 1.2 exponentielle Dichotomien P̃ s(t), P̃ u(t) und P̃ c(t)
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mit gleichen Exponenten. Aus Lemma 1.2 folgt ebenfalls, daß P̃ i(t) → P i
0 konvergiert für

i = s, c, u und t→ ±∞. �

Im folgenden werden wir die im Lemma erhaltenen Projektionen wieder mit P cu(t) =

P c(t) + P u(t) und P s(t) bezeichnen. Wir definieren

Definition. Es sei L : Xα → Xα linear und beschränkt. Dann ist die Minimumnorm von

L durch

m(L) := inf
x6=0

|Lx|α
|x|α

definiert.

Bemerkung 2.2 Es gilt mit einer anderen Konstanten K für t ≥ s:

|T (t, s)|α ≤ Keα
r(t−s)

|T (t, s)P s(s)|α ≤ Ke−α
ss(t−s)

|T (s, t)P cu(t)|α ≤ Keα
s(t−s)

m(T (t, s)|RP cu(s)) ≥ K−1e−α
s(t−s).

Beweis. Die erste Zeile zeigt man leicht, indem wir in Lemma 1.1 auf dem instabilen

Teil der Halbgruppe t ≥ s zulassen; vergleiche auch [23, sect. 7.1 exc. 8]. Weiter folgt für

t > 0 > s
|T (t, s)P s(s)|α = |T (t, 0)P s(0) T (0, s)P s(s)|α

≤ |T (t, 0)P s(0)|α|T (0, s)P s(s)|α
≤ K2 e−α

ss(t−s).

Die dritte Zeile folgt analog. Die vierte Zeile schließlich folgt unmittelbar aus der dritten,

da T (t, s)|RP cu(s) invertierbar ist und die inverse Funktion gegeben ist durch T (s, t)|P cu(t).

Beachte dabei, daß für invertierbare Operatoren L stets m(L)−1 = ‖L−1‖ ist. �

Um die Graphentransformation durchzuführen, müssen wir stabile und instabile Bündel

über dem homoklinem Orbit finden. Das stabile Bündel wird durch P s(t) gegeben.

Definition. Es seien e± die zu den einfachen (und reellen) Eigenwerten λ± gehörenden

Eigenvektoren. Wir definieren E±0 als die Spektralkomplemente von span e± mit den ent-

sprechenden Spektralprojektionen P±0 auf E±0 . Weiter sei Q±0 := id − P±0 die Projektion

auf span e±.

Wir können {q(t) / t ≥ T0} beziehungsweise {q(t) / t ≤ −T0} lokal um den Ursprung herum

eindeutig als Graph von Funktionen h± : [0, b0) → E±0 über span e± schreiben, sofern nur
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T0 groß genug ist. Dabei ist b0 = |Q±0 q(±T0)|α. Diese Abbildungen h±(b) sind Cr,ρ für

b > 0 und C1,ρ̃ in b ≥ 0 für ein ρ̃ > 0. Falls zum Beispiel λ+ = 0 ist, folgt dies aus der

Existenz von Faserungen in der Zentrums-stabilen Mannigfaltigkeit, siehe [10, Thm. 4.1,

4.2] oder [5, Thm. 5.1, 5.2]. Sonst wende den Satz über die Existenz der stark stabilen

Mannigfaltigkeit und dann Bemerkung 1.6 an. Für λ− gilt das gleiche. Insbesondere gilt

daher

|Dbh±(b)|α ≤ C0 b
ρ̃ → 0 für b→ 0.

Für die Definition des instabilen Bündels muß nun für jedes t ein Komplement von span q̇(t)

in RP cu(t) gefunden werden. Dazu betrachte das endlich-dimensionale Bündel RP cu(t) über

q(t). Definiere ein Skalarprodukt 〈·, ·〉t auf diesem Bündel für |t| groß so, daß span q̇(t) senk-

recht auf RP±0 P
cu
0 = E±0 ∩ Ecu

0 steht. Dies ist wegen q̇(t)/|q̇(t)|α → e± und P cu(t) → P cu
0

für t→ ±∞ möglich. Wegen [3, ch. 4.11] können wir dann dieses Skalarprodukt stetig auf

das ganze Bündel RP cu(t) erweitern.

Definition. Es sei

S̃(t)x := P cu(t)x−
〈

q̇(t)

|q̇(t)|α
, P cu(t)x

〉
t

q̇(t)

|q̇(t)|α

die stetige Projektion auf das orthogonale Komplement von span q̇(t) in RP cu(t). Dann

folgt S̃(t)→ P±0 P
cu
0 für t→ ±∞.

Für den Rest dieses Kapitels treffen wir die folgenden Konventionen:

(i) Mit C0 bezeichnen wir Konstanten, die nur von den oben getroffenen Festlegungen

abhängen, mit C(T ) dagegen solche Konstanten, die zusätzlich auch noch von der

Wahl von T (vergleiche die nachfolgende Definition) abhängen.

(ii) δ ist eine kleine Konstante, die wir wieder später sehr klein wählen werden. Die Wahl

von δ darf dabei nur von einer Konstanten C(T ) abhängen.

(iii) Es sei ε > 0 ebenfalls klein, dabei dürfen wir später ε beliebig klein wählen.

Nun wählen wir ein ν > 0 mit αs + ν < αss und ein T > 0 so groß, daß

K2 C0 e
−(αss−αs−ν)T < 1(2.5)

wobei K die Konstante aus Bemerkung 2.2 und C0 ≥ 1 ist. Dies ist nach (H1) stets möglich.

Weiterhin wähle ein β0 > αs fest.

Ferner wählen wir b0 und T0 derart, daß
sup|x|α<b0 |Df(x)| < δ supb∈(0,b0] |Dbh±(b)|α < δ

supt≥T0
|S̃(t)− P+

0 P cu
0 |α < 1

2
δ supt≤−T0

|S̃(t)− P−0 P cu
0 |α < 1

2
δ

sup|t|≥T0
|P s(t)− P s

0 |α < 1
2
δ

(2.6)
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gilt. Die Projektionen P s(t) und S̃(t) sind im allgemeinen nur stetig in t in der Operator-

norm, vergleiche Lemma 1.2(v). Wir können sie aber beliebig genau durch C∞-Funktionen

approximieren.

Bemerkung 2.3 Für jedes δ > 0 existieren Qs(t) und S(t) in C∞(R, L(Xα)) mit folgen-

den Eigenschaften:

Qs(t), S(t) sind Projektionen mit |Qs(t)−P s(t)|α, |S(t)− S̃(t)|α < δ für alle t ∈ R. Ferner

ist Qs(t) = P s
0 und S(t) = P±0 P cu

0 für t ≥ T0 bzw. t ≤ −T0.

Beweis. Wegen (2.6) ist für

|t| ≥ T0 |P s(t)− P s
0 |α

t ≥ T0 dann |S̃(t)− P+
0 P

cu
0 |α

t ≤ −T0 |S̃(t)− P−0 P cu
0 |α

 ≤ δ

2
.

Wir können zwei Projektionen Q0 und Q1 mit |Q0 −Q1|α ≤ 1 stets durch einen C∞-Weg

von Projektionen Q(τ) mit τ ∈ [0, 1] verbinden. Definiere nämlich Q(τ) = Q0 für τ ≤ 1
4

und Q(τ) = Q1 für τ ≥ 3
4
. Dann interpoliere diese Projektionen wie in [26, exc. I.4.6 (4.13)]

unter Verwendung einer cutoff-Funktion und unterteile anschließend das Intervall [−T0, T0]

geeignet. �

Wir definieren nun eine Parametrisierung nahe des homoklinen Orbits q(t). Dazu parame-

trisieren wir erst den Orbit q(t) mit einer Pseudo-Bogenlänge. Es sei q(t(τ)) =: q̃(τ) für

τ ∈ R und q̃(·) ∈ Cr,ρ mit |Dτ q̃(τ)|α ≤ 2. Dies erreichen wir durch eine geeignete C∞-

Approximation der echten Bogenlänge t̃(τ) mit |t̃(τ) − t(τ)| ≤ |q̇(t̃(τ))|α. Dann erhalten

wir eine tubulare Umgebung lokal um q = q(t(τ0)) durch die Abbildung

hq : (τ0 − δ0, τ0 + δ0)× RS(t(τ0))× RQs(t(τ0)) −→ Xα

(τ, v, w) 7−→ q(t(τ)) + S(t(τ)) v +Qs(t(τ))w.

Es ist hq ∈ Cr,ρ und

Dhq(τ0, 0, 0)(τ̃ , ṽ, w̃) =
d

dτ
q̃(τ0) τ̃ + S(t(τ0)) ṽ +Qs(t(τ0)) w̃.

Insbesondere gilt also |Dhq(τ0, 0, 0)|α, |Dhq(τ0, 0, 0)−1|α ≤ C, wobei C nur von den Normen

der Projektionen S und Qs abhängt (also apriori durch die Normen von S̃ und P s ab-

geschätzt werden kann für δ klein). Deshalb ist hq invertierbar für alle τ ∈ [t−1(−T1), t−1(T1)]

und |v|α, |w|α ≤ η0, wobei η0 von T1 abhängt. Wir wählen jetzt T1 = T0 + 5T fest.

Als nächstes definieren wir nichtlineare Projektionen auf geeignete Unterbündel innerhalb

der tubularen Umgebung mit Hilfe der Parametrisierungen hq. Dazu setzen wir jeweils lokal
πq(x) := hq ◦

(
(τ, v, w) 7→ (τ, 0, 0)

)
◦ h−1

q

πcuq (x) := hq ◦
(

(τ, v, w) 7→ (0, v, 0)
)
◦ h−1

q

πsq(x) := hq ◦
(

(τ, v, w) 7→ (0, 0, w)
)
◦ h−1

q .

(2.7)
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Die Bedeutung dieser und der unten definierten Abbildungen wird in Bemerkung 2.4 deut-

licher. Tatsächlich zerlegen die Abbildungen πq, π
s
q und πcuq ein Element in ihrem Defini-

tionsbereich eindeutig in die Komponente q ∈ γ(q0) entlang des homoklinen Orbits γ(q0),

die stabilen Komponente und in die Komponente in RS(q). Schließlich definieren wir wie

angekündigt eine Bündelzerlegung in der Nähe des Gleichgewichts durch Abbildungen π±,

πs± und πcu± . Wir verwenden eine cutoff-Funktion χ̃ε(x) definiert durch

χ̃ε(b e±)


= 0 für b ≤ 2ε

∈ (0, 1) für b ∈ (2ε, 3ε)

= 1 für b ≥ 3ε.

Dann sei 
π±(x) = Q±0 x+ χ̃ε(Q

±
0 x)h±(Q±0 x)

πs±(x) = P s
0

(
x− χ̃ε(Q±0 x)h±(Q±0 x)

)
πcu± (x) = P cu

0 P±0

(
x− χ̃ε(Q±0 x)h±(Q±0 x)

)(2.8)

für |Q±0 x| ∈ (0, b0] und x ∈ Ub0(0). Die Abbildungen π±, πs± und πcu± zerlegen wie oben

einen Vektor in der Nähe des homoklinen Orbits in seine Komponenten bezüglich der Zer-

legung in den (abgeschnittenen) homoklinen Orbit, sowie stabile und transversale instabile

Richtungen.

Definition. Wir definieren

Ũε :=
{
x = b e± + χ̃ε(b e±)h±(b e±) + y / b ∈ [ε, b0], y ∈ E±0 mit |y|α ≤ ε

}
∪{

x / x ∈ Uε({q(t) / t ∈ [−T1, T1]})
}

Uε := Ũε ∪ Û2ε.

Hier ist Û2ε = Û cu2ε × U s
2ε das Produkt einer 2ε-Umgebung der Null in der Maximumnorm

auf Ecu
0 und der | · |α-Norm in Es

0. Uε ist dann wegen Dh±(ε) ≤ ερ̃ eine offene Umgebung

Ess
0

span e+

E+
0 ∩ Ecu

0

q = π+(x)
abgeschnittener

Orbit

w =
πs+(x) v = πcu+ (x)

γ(q0)

x = q + v + w

Abbildung 7: Die Projektionen π±, πs± und πcu±
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κ2
κ0

2

B A

κ4

span e+ ⊕ span e−

κ3p0

Abbildung 8: Abschneidebereiche von χcu und χs

des homoklinen Orbits für alle hinreichend kleinen ε.

Bemerkung 2.4 Die in (2.7) definierten lokalen Cr,ρ-Abbildungen πq, π
cu
q und πsq und

die in (2.8) definierten Abbildungen π±, πs± und πcu± passen global in Ũε zusammen für

ε < ε0 hinreichend klein und ergeben Cr,ρ-Abbildungen π, πs und πcu : Ũε → Xα mit

π + πs + πcu = id. Für χ̃(Q+
0 x) = 1 gilt ferner π(x) ∈ γ(q0), πs(x) ∈ RQs(π(x)) sowie

πcu(x) ∈ RS(π(x)).

Beweis. Wir sehen zunächst, daß die letztgenannten Eigenschaften für die Abbildungen

πq, π
s
q und πcuq gelten:

πq + πsq + πcuq = id

πq(x) ∈ γ(q0), πsq(x) ∈ RQs(π̃q(x)) und πcuq (x) ∈ RS(π̃q(x)).

Diese Zerlegung von x ist aber eindeutig bestimmt, deshalb stimmen die Funktionen für

verschiedene q auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche überein. Tatsächlich sind die lokal

definierten Abbildungen πq, π
s
q und πcuq nichts anderes als lokale Trivialisierungen des Null-

schnitts beziehungsweise der Bündel RQs(q) und RS(q). Außerdem sieht man leicht, daß

wegen der Definition von Qs(·), Qcu(·) und h± die Funktionen πi± mit πiq auf dem Schnitt

der Definitionsbereiche übereinstimmen. �

Um später das Vektorfeld abschneiden zu können, benötigen wir einige weitere Definitionen.

Zunächst kann die exponentielle Kontraktionsrate in RP cu(t) in der Zeitspanne [−T1, T1]

durch κ0 := (Ke(αs+ν)T )−
2T1
T nach unten abgeschätzt werden. Dann betrachte Abbildung 8.

Die Bereiche A und B aus Abbildung 8 sind dabei auf ganz Ecu
0 definiert: es sei A ⊂ B und

B ist der angedickte Rand der Umgebung Û cu2 der Null in Ecu
0 bezüglich der Maximumnorm,
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aus der eine kleine κ3-Umgebung der halbseitigen Koordinatenachsen R+e+ und R+e−

herausgenommen wird. Hier wählen wir κ2 <
1
3
κ0 als den minimalen Abstand von A zu

den Koordinatenachsen (siehe Bild 8). Wir definieren dann cutoff-Funktionen χcu(x) und

χs(x) durch 
χcu(x), χs(x) ∈ [0, 1]

χcu|CUη(A) = 1 χcu|A = 0

χs|B = 1 χs|CUη(B) = 0

(2.9)

für x ∈ Ecu
0 . Dabei wählen wir η > 0 so klein, daß Uη(A) ⊂ B und η < κ3 gilt.

Dann berührt Uη(B) die halbseitigen Koordinatenachsen R+e± nicht. Insbesondere gilt

{χcu < 1} ⊂ {χs = 1}. Ferner definieren wir max(|Dχcu|, |Dχs|) =: K̃(χ). Man beachte,

daß diese Normen über κ0 nur von der Wahl von T und b0 abhängen.

Weiterhin seien χ±ε zwei cutoff-Funktionen, die so aus χ zusammengesetzt sind, daß der

Graph wie in Abbildung 9 aussieht. Außerdem sei |Dχ±ε (b e±)| ≤ K(χ) für b ≥ ε. Wir

wählen ein β1 mit

β1 > γ1 = C(T, κ0) K̃(χ),(2.10)

wobei γ1 eine nur von C(T, κ0) K̃(χ) abhängige Größe ist, die später definiert wird.

2.3.2 Die Graphentransformation

Nun können wir für x ∈ Uε ein modifiziertes Vektorfeld definieren.



ẋ = fs(x) + fcu(x)

= −AP s
0 x+ P s

0 f(x)− β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)P s

0 x+(
−AP cu

0 x+ P cu
0 f(x) +B+

ε (x) +B−ε (x)
)
χcuε (P cu

0 x)

:= −AP s
0 x+ P s

0 f(x)− β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)P s

0 x+(
−AP cu

0 x+ P cu
0 f(x) + β0

(
χκ0ε(|P

cu,s
0 πcu(x)|)χ+

ε (Q+
0 π(x))P+

0 +

χε(|P cu,s
0 πcu(x)|)χ−ε ( (1− P−0 ) π(x))P−0

)
P cu,s

0 πcu(x)
)
χcuε (P cu

0 x).

(2.11)

1

ε

κ4 ε

χ+
ε

span e+|Q+
0 q(T0 + 3T )|

b0 = |Q+
0 q(T0)||Q+

0 q(T0 + 4T )|

Abbildung 9: Die cutoff-Funktion χ+
ε
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Dabei sind B+ und B− durch

B+
ε (x) := β0 χκ0ε(|P

cu,s
0 πcu(x)|)χ+

ε (Q+
0 π(x))P+

0 P cu,s
0 πcu(x)

B−ε (x) := β0 χε(|P cu,s
0 πcu(x)|)χ−ε (Q+

0 π(x))P−0 P cu,s
0 πcu(x)

definiert. Wir erklären nun die einzelnen Terme in Gleichung (2.11). Der erste Teil

f s(x) = −AP s
0 x+ P s

0 f(x)− β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)P s

0 x

setzt sich aus dem stabilen Anteil der Differentialgleichung (2.1) und der zusätzlich im Be-

reich B aufgeprägten Kontraktion −β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)P s

0 x zusammen. Der zweite Term f cu(x)

gibt die Ecu
0 -Komponente des modifizierten Vektorfeldes an. Dieser Ausdruck zerfällt in

verschiedene Teile, die wir der Reihe nach behandeln. Zunächst schneiden wir den gesam-

ten instabilen Anteil im Bereich A ab. Dies wird durch
(
...
)
χcuε (P cu

0 x) realisiert. Der

Ausdruck in dieser Klammer wiederum besteht zum einen aus der originalen instabilen

Komponente von (2.1) und zum anderen aus dem Term

β0 χκ0ε(|P
cu,s
0 πcu(x)|)χ+

ε (Q+
0 π(x))P+

0 P
cu,s
0 πcu(x)(2.12)

und dem entsprechenden Term in der Nähe des e−-Astes des homoklinen Orbits. Die im

Argument von χ+
ε verwendete Norm ist die differenzierbare, durch das Skalarprodukt in-

duzierte Norm auf Ecu
0 . Wir beachten hier, daß die Abbildungen πcu(x) und π(x) nur für

|x|α > ε auftreten, denn für |x|α ≤ ε gilt bereits

χκ0ε · χ+
ε · χcuε

χε · χ−ε · χcuε

}
≡ 0

nach Definition. Gleichung (2.12) bringt nun in dem Bereich D+ die in Abbildung 5 ein-

gezeichnete, zusätzliche Expansion nach außen auf. Dadurch wird das Überfließen in D+

erreicht, denn es war β0 > αs gewählt.

Wir haben gesehen, daß die Differentialgleichung (2.11) wohldefiniert ist. Den zugehörigen

nichtlinearen Halbfluß bezeichnen wir mit Φ(t).

Wir definieren jetzt

Dε := Û cu2ε ∪{
x / x = b e+ + χ̃ε(Q

+
0 x)h+(Q+

0 x) + v mit b ∈ [ε, b+
1 ], v ∈ Ecu

0 ∩ E+, |v|α < κ0ε
}
∪{

x / x = b e− + χ̃ε(Q
−
0 x)h−(Q−0 x) + v mit b ∈ [ε, b−1 ], v ∈ Ecu

0 ∩ E−, |v|α < ε
}
∪{

x ∈ Ũε / π(x) = q(t) mit t ∈ [−T1, T1], πs(x) = 0, |πcu(x)|α < (Ke(αs+ν)T )−
t+T1
T ε

}
.

Hier ist b±1 = |Q+
0 q(±T1)|. Diese Mannigfaltigkeit dient später als Definitionsbereich der

Graphen. Wir unterteilen diese Fläche nun in die bereits angesprochenen, nicht disjunkten
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Bereiche Dl, D± und Df . Zu der folgenden Definition vergleiche auch Abbildung 10.

Dl
ε := Û cu2ε ∪

{
x ∈ Dε ∩ Ũε / ε ≤ Q+

0 π(x) ≤ 3 ε eα
sT
}

D−ε :=
{
x ∈ Dε ∩ Ũε / π(x) = q(t) für t ≤ −T0, Q

−
0 π(x) ≥ 3 ε

}
D+
ε :=

{
x ∈ Dε ∩ Ũε / π(x) = q(t) für t ≥ T0, Q

+
0 π(x) ≥ 3 ε

}
Df
ε :=

{
x ∈ Dε ∩ Ũε / π(x) = q(t) für t ∈ [−T0 − 2T, T0 + 2T ]

}
.

Schließlich müssen wir noch den Bildbereich einschränken. Dazu definieren wir für x ∈ Dε

den zugehörigen stabilen Raum Es
ε (x) durch

Es
ε (x) :=

{
w ∈ RQs(π(x)) / |w|α < r(π(x))

}
für x ∈ Ũε ∩Dε

Es
ε (x) :=

{
w ∈ Es

0 / |w|α < κ1 ε
}

sonst,

wobei r(π(x)) durch

r(q(t)) :=



ε für t ∈ [−T1 − T, T1]

ε (Ke(αs+ν)T )−
t+T1
T für t ∈ [−T1, T1]

κ0 ε für t ∈ [T1, T2]

κ0 ε (Ke(αs+ν)T )−
t−T2
T für t ∈ [T2, T3]

κ1 ε sonst

gegeben ist. Wir wählen hier T2 < T3 so, daß |Dbh+|α, |Dxf | ≤ κ1 δ für |x|α ≤ |q(T2)|α und

(Ke(αs+ν)T )−
T3−T2
T κ0 = κ1 gilt. Hier ist κ1 eine von ε unabhängige Konstante, die wir später

festlegen werden. Diese zugegebenermaßen sehr technischen Definitionen werden durch die

Bedingung des Überfließens und der Invarianz erzwungen. Tatsächlich brauchen wir das

exponentielle Schrumpfen des Durchmessers auch in der stabilen Richtung, da sonst die

Nichtlinearität das Überfließen zerstören könnte.

Dl
ε

D+
ε

D−ε

Df
εq(T0 + 2T )

Abbildung 10: Die Bereiche Dl
ε, D

±
ε und Df

ε

37



Bemerkung 2.5 Es seien π̂cu(x) := π(x) + πcu(x) und π̂s(x) := πs(x) die Projektionen

auf Dε beziehungsweise auf die stabilen Fasern. Diese Abbildungen können dann durch P cu
0

und P s
0 in Cr,ρ auf U2ε(0) fortgesetzt werden. Die durch

Es
ε :=

{
x / π̂cu(x) ∈ Dε, π̂

s(x) ∈ Es
ε (x)

}
definierte Menge ist dann ein Cr,ρ Bündel über der Cr,ρ-Mannigfaltigkeit Dε. Außerdem ist

der homokline Orbit γ(q0) ⊂ Es
ε für alle kleinen ε im Totalraum dieses Bündels enthalten.

Beweis. Dies folgt nach Konstruktion. Wir beachten dabei die Definition (2.8) der Abbil-

dungen π±. Daß der homokline Orbit im Totalraum enthalten ist, ist zunächst nur für den

Bereich unklar, in dem χ̃ε < 1 ist. Dort gilt aber |h±|α ≤ ε1+ρ̃. Insbesondere ist der Fehler

in der Norm von πs(x), der durch das Abschneiden von h± entsteht, klein gegen κ1ε, da κ1

unabhängig von ε ist. �

Wir beachten nun, daß die Bereiche Dl
ε, D

±
ε und Df

ε sich derart überlappen, daß(
(π̂cu ◦ ΦT )−1Dl ∩Dl

)
∪
(

(π̂cu ◦ ΦT )−1D± ∩D±
)
∪
(

(π̂cu ◦ ΦT )−1Df ∩Df
)

= D

gilt, sofern das Überfließen gezeigt ist. Dabei ist ΦT die Zeit T -Abbildung des Halbflusses

der Differentialgleichung (2.11). Wir werden im folgenden daher nur auf diesen Durch-

schnitten rechnen und diese Mengen der Einfachheit halber wieder mit Dl
ε, D

±
ε oder Df

ε

bezeichnen.

Definition. Wir bezeichnen mit oy Funktionen, die für y → 0 gegen Null konvergieren,

d.h. es gilt oy → 0 für y → 0.

Bemerkung 2.6 (i) Es sei x ∈ Dε und π(x) = q(t). Dann gelten für die Ableitungen

Dπ̂cu(x) und Dπ̂s(x) die Ungleichungen

|Dπ̂cu(q(t))− P cu(t)|α
|Dπ̂s(q(t))− P s(t)|α

}
< C(T ) δ + oε,

wobei der o-Term nur von den Normen von P s und P cu abhängt.

(ii) Wir können Df
ε bei q = q(t(τ0)) durch

(id+ hcuq ) : (τ0 − δ0, τ0 + δ0)× RS(t(τ0)) −→ Xα

(τ, v) 7−→ q(t(τ0)) +Dτ q̃(τ0) (τ − τ0) + v + hcuq (τ, v)

parametrisieren, wobei hcuq durch

hcuq (τ, v) = q(t(τ))− q(t(τ0))−Dτ q̃(τ0) (τ − τ0) +
(
S(t(τ))− S(t(τ0))

)
v

gegeben ist. Es gilt |Dhcuq |α < C0 ε in Df
ε .
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Beweis. Behauptung (i) folgt aus den Definitionen, Bemerkung 2.3 und |x − π(x)|α < ε.

Die zweite Behauptung folgt aus der Definition von hcuq und der Kompaktheit des betrach-

teten Zeitintervalls [−T1, T1]. �

Nun betrachte die Menge der Lipschitzstetigen Schnitte von Dε in das stabile Bündel Es
ε :

Σε :=
{
σ : Dε → Xα /L(σ) ≤ 1, σ(x) ∈ Es

ε (x) ∀x ∈ Dε

}
mit den lokalen und globalen Lipschitzkonstanten von σ:

Lx(σ) := lim sup
y→x, y∈Dε

|σ(y)− σ(x)|α
|y − x|α

L(σ) := sup
x∈Dε

Lx(σ).

Versehen mit der C0-Norm ‖σ‖ = supx∈Dε |σ(x)|α ist Σε ein vollständiger metrischer Raum.

Nun beschreiben wir die Graphentransformation. Es sei gσ ein Rechtsinverses von π̂cu ◦
ΦT ◦ (id+ σ) auf Dε, d.h.

π̂cu
(

ΦT (y + σ(y))
)∣∣∣

y=gσ(x)
= x für x ∈ Dε.

Hier ist ΦT die Zeit T -Abbildung des Flusses von (2.11). Die Graphentransformation ist

dann die Abbildung

Φ#
T (σ) := π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ,

d.h. Φ#
T (σ) beschreibt den Graph des mit ΦT transportierten Graphen von σ. Wir müssen

nun folgende Punkte nachweisen:

• Wohldefiniertheit von Φ#
T (d.h. die Existenz eines Rechtsinversen gσ für jedes σ ∈ Σε)

• Φ#
T : Σε → Σε

• Φ#
T ist eine Kontraktion.

Der dann eindeutig bestimmte, nach dem Banachschen Fixpunktsatz existierende Fixpunkt

σ∗ wird sich dann als die gesuchte Mannigfaltigkeit W cu
hom erweisen.

Zuerst werden aber noch einige Lemmata aufgestellt, die wir im folgenden benötigen wer-

den.

Lemma 2.7 Betrachte die Gleichungen

ẋ+ Ax = f(x)(2.13)

ẋ+ Ax = f(x) + g(x, t)(2.14)
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wobei f, g ∈ C1,ρ(Xα, X) und |g|1 < δ sei. Dann gelten für die Differenz x1(T, x0) −
x2(T, x0) zweier Lösungen x1 von (2.13) und x2 von (2.14) zum gleichen Anfangswert x0

die Ungleichungen

|x1(T, ·)− x2(T, ·)|α
|Dx(x1(T, ·)− x2(T, ·))|α

}
≤ C(T )C(A, f) oδ.

Beweis. Dies folgt aus [23, Thm. 3.4.1, 3.4.4] und der Gronwallschen Ungleichung. �

Die folgende Bemerkung sei der Vollständigkeit halber angeführt.

Bemerkung 2.8 Für eine differenzierbare Funktion g gilt:

g(x+ y)− g(x+ ỹ) = Dg(x) (y − ỹ) + |y − ỹ| o|y|+|ỹ|.

Beweis. Es gilt

g(x+ y)− g(x+ ỹ) =
∫ 1

0
Dg(x+ ỹ + s(y − ỹ)) ds (y − ỹ)

= Dg(x) (y − ỹ) +
∫ 1

0

[
Dg(x+ ỹ + s(y − ỹ)−Dg(x)

]
ds (y − ỹ)

und Dg(x+ ỹ + s(y − ỹ))−Dg(x) ist von der Ordnung o|y|+|ỹ|. �

Nun können wir mit dem eigentlichen Beweis der Existenz des Rechtsinversen beginnen.

Wir werden dazu die Abbildung π̂cu ◦ ΦT ◦ (id + σ) getrennt auf Di
ε für i = f,±, l unter-

suchen. Die Strategie beim Nachweis wird dabei sein, die Abbildung ΦT in einen “guten”

und einen kleinen Anteil zu zerlegen.

I. π̂cu(x) ∈ Df
ε .

Wir beachten, daß in diesem Bereich die ursprüngliche Gleichung (2.1) und die modifizierte

Gleichung (2.11) übereinstimmen. Insbesondere gilt daher DΦT (q(t)) = T (t+T, t) und wir

können im folgenden Bemerkung 2.2 anwenden. Das erste Lemma weist nun das Überfließen

nach. Wir erinnern an die Definition r(t) = (Ke(αs+ν)T )−
t+T1
T ε/2 für t ∈ [−T1, T1].

Lemma 2.9 Es existiert ein δ0 > 0 nur abhängig von C(T ) und dann ein ε0 > 0, so daß

für δ < δ0, ε < ε0 und t ∈ [−T1, T1] folgendes gilt:

Ur(t+T )(q(t+ T )) ∩Df
ε ⊂ π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)

(
Ur(t)(q(t)) ∩Df

ε

)
π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ)

(
Ur(t)(q(t)) ∩Df

ε

)
⊂ Ur(t+T )(q(t+ T )) ∩ Es

ε .

Beweis. Wir zerlegen

π̂i ◦ ΦT (q(t) + v) = π̂i(q(t+ T )) +Dπ̂i(q(t+ T ))DΦT (q(t)) v +N(t, v)

=: π̂i(q(t+ T )) +Qi(t+ T )L(t) v +N(t, v)
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für i = cu, s, wobei die Lipschitzkonstante L(N) ≤ C0 oε von N nach Bemerkung 2.8 klein

ist. Es gilt weiter |Qi(t)−P i(t)|α ≤ δ nach Definition für i = cu, s. Dann beweisen wir das

Lemma für die Abbildungen Qcu(t + T )L(t) + N(t, x) beziehungsweise Qs(t + T )L(t) +

N(t, v) auf den durch

{v / |Qcu(t) v|α ≤ r(t)}
{v / |Qs(t) v|α ≤ r(t)}

definierten Umgebungen. Dies ist ausreichend, da Df
ε ∩Uε(q) und der Tangentialraum TqD

f
ε

in q in der C1-Norm beliebig nahe sind für ε hinreichend klein.

Für jedes v mit Qi(t) v = v gilt nun |P i(t) v|α ≥ (1− δ) |v|α, denn

δ |v|α ≥ |(P i(t)−Qi(t)) v|α ≥ |v|α − |P i(t) v|α.

Wir beachten im weiteren r(t+ T ) = r(t)K−1 e−(αs+ν)T . Weiterhin gilt

Qi(t+ T ) (L(t) +N(t, ·)) = L(t)P i(t)Qi(t) +
(
Qi(t+ T )− P i(t+ T )

)
L(t)+

Qi(t+ T )N(t, ·) + L(t)
(
Qi(t)− P i(t)

)
.

Aus dieser Zerlegung folgt nun leicht

|Qcu(t+ T ) (L(t) v +N(t, v))|α ≥ K−1e−α
sT |Qcu(t) v|α−

2 r(t) δ
(

2 |L(t)|α +K−1e−α
sT + |Qcu(t)|α

)
|Qs(t+ T ) (L(t) v +N(t, v))|α ≤ Ke−α

ssT |Qs(t) v|α+

2 r(t) δ
(

2 |L(t)|α +Ke−α
ssT + |Qs(t)|α

)
.

Wir definieren

C = 2 sup
t∈[−T1,T1]

(
max(K−1e−α

sT + |Qcu(t)|α, Ke−α
ssT + |Qs(t)|α) + 2 |L(t)|α

)
und beachten, daß C nur von den im Lemma angegebenen Größen abhängt. Damit gilt

also
|Qcu(t+ T ) (L(t) v +N(t, v))|α ≥ K−1e−α

sT |Qcu(t) v|α − C r(t) δ
|Qs(t+ T ) (L(t) v +N(t, v))|α ≤ Ke−α

ssT |Qs(t) v|α + C r(t) δ.

Dann ist die erste Inklusion in der Behauptung gleichbedeutend mit

|Qcu v|α = r(t) =⇒ |Qcu(t+ T ) (L(t) v +N(t, v))|α > r(t+ T ).

Nach dem Einsetzen der oben hergeleiteten unteren Abschätzung und der Bemerkung über

r(t) ergibt sich

K−1e−α
sT r(t) (1− C δ) > r(t+ T ) ⇐⇒

K−1e−α
sT (1− C δ) > K−1e−(αs+ν)T ⇐⇒
eνT (1− C δ) > 1

und die letzte Ungleichung ist für δ < δ0 := C−1(1 − e−νT ) erfüllt, wobei δ0 > 0 ist nach

den Voraussetzungen an ν, αs und T . Ebenso ist die zweite Inklusion äquivalent zu

|Qs v|α < r(t) =⇒ |Qs(t+ T ) (L(t) v +N(t, v))|α < r(t+ T )
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und damit zu
Ke−α

ssT r(t) (1 + C δ) < r(t+ T ) ⇐⇒
Ke−α

ssT (1 + C δ) < K−1e−(αs+ν)T ⇐⇒
K2e(αs+ν−αss)T (1 + C δ) < 1.

Auch diese Ungleichung ist für δ < δ0 mit δ0 = C−1(K−2e(αss−αs−ν)T − 1) > 0 erfüllt;

beachte hier wieder die Voraussetzungen. �

Lemma 2.10 Auf Df
ε existiert ein Rechtsinverses gσ : Df

ε → Df
ε von π̂cu ◦ ΦT ◦ (id + σ)

für jedes σ ∈ Σε und es gilt

Lx(gσ) ≤ Keα
sT + oε + C(T ) δ,

sofern nur ε ≤ ε0 ist für ein hinreichend kleines ε0.

Beweis. Zunächst werden wir die Existenz von lokalen Rechtsinverse auf Df
ε ∩Uε(q) nach-

weisen. Wir können dort nach Bemerkung 2.6(ii) Df
ε lokal durch

Dε ∩ Uε(q) =
{
q + u+ hcuq (u)

}
darstellen mit u ∈ Uε(0) ⊂ span q̇(t(τ0))⊕RS(t(τ0)) und Dhcuq (u) = o|u|α . Dann gilt wegen

der Bemerkungen 2.6 und 2.2, sowie der Definition von Σε die Ungleichungskette∣∣∣π̂cu(ΦT (q + u+ σ(q + u))
)
− π̂cu

(
ΦT (q + ũ+ σ(q + ũ))

)∣∣∣
α

≥
∣∣∣Dπ̂cu(ΦT (q))DΦT (q)

(
u+ σ(q + u)− ũ− σ(q + ũ)

)∣∣∣
α
− oε |u− ũ|α

≥
∣∣∣P cu(t+ T )DΦT (q(t))

(
u+ σ(q + u)− ũ− σ(q + ũ)

)∣∣∣
α
− (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α

≥
∣∣∣DΦT (q(t))P cu(t)

(
u+ σ(q + u)− ũ− σ(q + ũ)

)∣∣∣
α
− (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α

≥
∣∣∣DΦT (q(t))P cu(t) (u− ũ)

∣∣∣
α
−
∣∣∣DΦT (q(t))P cu(t) (σ(q + u)− σ(q + ũ))

∣∣∣
α
−

(oε + C(T ) δ) |u− ũ|α
≥ K−1e−α

sT (1− C(T ) δ) |u− ũ|α −
C(T )

(∣∣∣(P cu(q)−Qcu(π(q + ũ))) (σ(q + u)− σ(q + ũ))
∣∣∣
α

+∣∣∣(Qcu(π(q + u))−Qcu(π(q + ũ)))σ(q + u)
∣∣∣
α

)
+ (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α

≥ K−1e−α
sT |u− ũ|α + (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α,

denn |σ(q + u)|α < ε und Qcu(π(q + u))σ(q + u) = 0. Die Verwendung der Konstan-

ten C(T ) ist dabei gerechtfertigt, denn die so abgeschätzten Terme hängen nur von den

Normen von DΦT und der Projektionen ab. Für δ < (C(T )K)−1 e−α
sT ist die Abbildung

π̂cu ◦ΦT (q+u+σ(q+u)) injektiv auf Df
ε ∩Uε(q) für jedes q ∈ γ(q0)∩Df

ε und ε ≤ ε0, wobei

ε0 > 0 hinreichend klein aber unabhängig von q ist aufgrund der Kompaktheit von γ(q0).

42



Wegen der Injektivität von ΦT auf γ(q0) ist diese Abbildung dann tatsächlich injektiv auf

ganz Df
ε . Ferner folgt aus Lemma 2.9, daß Df

ε ⊂ π̂cu ◦ ΦT ◦ Df
ε gilt. Daher existiert ein

globales Rechtsinverses gσ : Df
ε → Df

ε , und gσ ist Lipschitzstetig mit der lokalen Lipschitz-

konstanten Lx(gσ) < Keα
sT + C(T ) δ + oε, vergleiche dazu [38, ch.5 Thm. I.1]. �

Nun berechnen wir noch die Lipschitzkonstante von π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) auf Df
ε .

Lemma 2.11 Es gilt

Lx(π̂
s ◦ ΦT ◦ (id+ σ)) ≤ Ke−α

ssT + oε + C(T ) δ

für x ∈ Df
ε und ε ≤ ε0 mit ε0 > 0 hinreichend klein.

Beweis. In den gleichen Koordinaten wie in Lemma 2.10 gilt lokal um q = q(t(τ0)) ∈ Df
ε

wegen Bemerkung 2.6∣∣∣π̂s(ΦT (q + u+ σ(q + u))
)
− π̂s

(
ΦT (q + ũ+ σ(q + ũ))

)∣∣∣
α

≤
∣∣∣Dπ̂s(ΦT (q))DΦT (q) (u+ σ(q + u)− ũ− σ(q + ũ))

∣∣∣
α

+ oε |u− ũ|α

≤
∣∣∣P s(t+ T )DΦT (q) (u+ σ(q + u)− ũ− σ(q + ũ))

∣∣∣
α

+ (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α

≤
∣∣∣DΦT (q)P s(t) (u+ σ(q + u)− ũ− σ(q + ũ))

∣∣∣
α

+ (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α

≤
∣∣∣DΦT (q)P s(t) (σ(q + u)− σ(q + ũ))

∣∣∣
α

+ (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α

≤ Ke−α
ssT |u− ũ|α + (oε + C(T ) δ) |u− ũ|α.

Wieder ist die Verwendung der Konstanten C(T ) gerechtfertigt. Die Abschätzung für

DΦT (q(t))P s(t) folgt dabei wieder aus Bemerkung 2.2. �

Lemma 2.12 Es sei δ < C(T )−1 und ε ≤ ε0. Dann gilt für x ∈ Df
ε

Lx(π̂
s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ) ≤ 1.

Außerdem ist

π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ : Df
ε → Es

ε |Dfε
ein Schnitt des stabilen Vektorbündels mit Werten in Es

ε |Dfε .

Beweis. Die Behauptung über die Lipschitzkonstante folgt unter Verwendung von (2.5)

und der Lemmata 2.10 und 2.11 aus der Ungleichung

Lx0(Φ#
T (σ)) ≤ Lgσ(x0)(π̂

s ◦ ΦT ◦ (id+ σ))Lx0(gσ)

≤ (Ke−α
ssT + oε + C(T ) δ) (Keα

sT + oε + C(T ) δ)

≤ K2 e−(αss−αs)T + oε + C(T ) δ

< 1.
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Weiterhin ist π̂s ◦ΦT ◦ (id+σ) ◦ gσ ein Schnitt, da gσ Rechtsinverses von π̂cu ◦ΦT ◦ (id+σ)

ist. Daß diese Abbildung Werte in Es
ε |Dfε hat, folgt aus Lemma 2.9. Damit ist das Lemma

bewiesen. �

II. π̂cu(x) ∈ D±ε .

Wir beschränken uns hier auf π̂cu(x) ∈ D+
ε . Die gleichen Resultate mit analogem Beweis

gelten für den Fall π̂cu(x) ∈ D−ε .

Die Differentialgleichung (2.11) sieht in diesem Gebiet wie folgt aus{
ẋ = −Ax+ f(x) + χ+

ε (Q+
0 π(x))χκ0ε(|P

cu,s
0 πcu(x)|)β0 P

+
0 P cu,s

0 πcu(x)

= −Ax+ f(x) +B+
ε (x).

(2.15)

Nun gilt in diesem Bereich

π(x) = Q±0 x+ h±(Q±0 x)

πcu(x) = P cu
0 P±0 (x− h±(Q±0 x))

πs(x) = P s
0 (x− h±(Q±0 x)).

Diese Abbildungen sind nun C1-nahe an den entsprechenden Spektralprojektionen, da

|Dh±|α ≤ δ ist, und können deshalb auch gut durch diese linearen Projektionen appro-

ximiert werden: {
|Dπcu(x)− P+

0 P cu
0 |α ≤ δ

|Dπs(x)P s
0 |α ≤ δ.

(2.16)

Der Definitionsbereich Dε unserer Schnitte wird hier beschrieben durch die Bilder der

Abbildungen

(2ε, b0)× Uκ0ε(E
+
0 ∩ Ecu

0 ) −→ Xα

(b, v) 7−→ b+ h+(b e+) + v,

im wesentlichen also durch die Punkte (b, v) plus Terme von der Größenordnung δ.

Wir werden nun zuerst die störende Nichtlinearität weglassen und die Minimumnormen

für die so erhaltene, modifizierte Gleichung abschätzen. Dazu betrachte eine Lösung x(t)

von (2.15), die für t ∈ [0, T ] ganz in Es
ε verläuft. Dann bilden wir die modifizierte Varia-

tionsgleichung entlang x(t), d.h. wir lassen die Ableitung der Nichtlinearität Df(x) weg.

Den zugehörigen linearen Halbfluß nennen wir T̃ (t, x0). Diese Halbgruppe löst dann die

Differentialgleichung

ẏ = −Ay +DB+
ε (x) y(2.17)

= −Ay +Dχ+
ε (Q+

0 π(x))Q+
0 y χκ0ε β0 P

+
0 P cu,s

0 πcu(x) +
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χ+
ε Dχ

(
|P cu,s

0 πcux|
κ0ε

)
1

κ0 ε
P+

0 β0 ·〈
|P cu,s

0 πcu(x)|−1 · P cu,s
0 πcu(x), P cu,s

0 Dπcu(x) y
〉
· P cu,s

0 πcu(x) +

χ+
ε χκ0ε β0 P

cu,s
0

(
P+

0 −Dh+(Q+
0 x)Q+

0

)
y.

Bemerkung 2.13 Wir beachten, daß wegen

P cu
0 Dπcu(x) = P cu

0 P±0

(
id−Dh±((1− P 0)x)Q±0

)
DB±(x)y tatsächlich nur von P cu

0 y abhängt. Ferner gilt |DB+
ε (x)|α ≤ C(κ0), denn für

x ∈ Ũε gilt insbesondere |πcu(x)| ≤ κ0 ε.

Bemerkung 2.14 Für den linearen Halbfluß T̃ (t, x0) mit x(0) = x0 gilt für 0 < t ≤ T

|T̃ (t, x0)|α ≤ C(κ0).

Beweis. Die Behauptung folgt aus |DB+
ε (x(t))|α ≤ C(κ0). �

Die Gleichung (2.17) muß nun abgeschätzt werden. Wir sehen, daß die stabilen und insta-

bilen Teile von Gleichung (2.17) entkoppelt sind. Mit P s
0 y =: w erhalten wir die Gleichung

ẇ + Aw = 0.(2.18)

Der instabile Teil ist mit P cu
0 y =: u durch die Gleichung

u̇ = −Au+Dχ+
ε (Q+

0 x)Q+
0 uχκ0ε β0 P

+
0 P cu,s

0 πcu(x) +(2.19)

χ+
ε Dχ

(
|P cu,s

0 πcu(x)|
κ0 ε

)
1

κ0 ε
β0 ·〈

|P cu,s
0 πcu(x)|−1 · P cu,s

0 πcu(x), P cu,s
0 Dπcu(x)u

〉
· P cu,s

0 πcu(x) +

χ+
ε χκ0ε β0 P

cu,s
0

(
P+

0 −Dh+(Q+
0 x)Q+

0

)
u

=: L(t)u

gegeben.

Lemma 2.15 Für die Minimumnorm der Fundamentalmatrix U(T ) von u̇ = L(t)u auf

Ecu
0 gilt die Abschätzung

m(U(T )) ≥ e−α
sT .

Beweis. Wir bilden das Skalarprodukt 〈L(t)u, u〉 und erhalten zusammen mit der Zerle-

gung von −AP cu
0 die Identität

〈L(t)u, u〉 = 〈∆u, u〉+ 〈J u, u〉+
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Dχ+
ε (Q+

0 x)Q+
0 uχκ0ε β0

〈
P+

0 P cu,s
0 πcu(x), u

〉
+

χ+
ε Dχ

(
|P cu,s

0 πcu(x)|
κ0 ε

)
1

κ0 ε
β0

〈
P cu,s

0 πcu(x), P cu,s
0 u

〉
·〈

|P cu,s
0 πcu(x)|−1 · P cu,s

0 πcu(x), P cu,s
0 Dπcu(x)u

〉
+

χ+
ε χκ0ε β0

〈
P cu,s

0

(
P+

0 −Dh+(Q+
0 x)Q+

0

)
u, u
〉
.

Nun verwenden wir die Ungleichungen |Dπcu(x) − P+
0 P cu

0 |α ≤ C0 δ, |πcu(x)| ≤ κ0 ε sowie

Dχ > 0 und erhalten dann wegen Re 〈∆u, u〉 − ‖J‖ ≥ −α̃s > −αs die Ungleichungskette

1

|u|2
〈
L(t)u, u

〉
≥ −α̃s − C0 ε (1 + C(T )K(χ)β0) +

χ+
ε Dχβ0

1

κ0 ε
|P cu,s

0 πcu(x)|−1
〈
P cu,s

0 πcu(x), P cu,s
0 u

〉2 1

|u|2
−

C(T )K(χ)β0 δ + β0 (1− C0 δ)

≥ −α̃s + C(T ) δ + oε ≥ −αs,

sofern nur δ in Abhängigkeit von einer Konstanten C(T ) und ε hinreichend klein sind.

Hier haben wir bei der Abschätzung des letzten Terms die Orthogonalität der Spektralpro-

jektionen ausgenutzt. Aus [22, Lemma IV.4.2] folgt dann, daß für die Minimumnorm der

Fundamentalmatrix U(t) die gewünschte Ungleichung m(U(t)) ≥ e−α
st gilt. �

Damit können wir nun die Existenz des Rechtsinversen auf D+
ε zeigen.

Lemma 2.16 Für δ < C(T )−1 und ε ≤ ε0 hinreichend klein existiert ein Rechtsinverses

gσ von π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ) auf D+
ε für jedes σ ∈ Σε. Außerdem gilt

Lx(gσ) ≤ eα
sT + C(T ) δ + κ0 ε

Lx

(
π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ)

)
≤ Ke−α

ssT + C(T ) δ

und

Lx

(
π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ

)
≤ 1.

Weiterhin ist π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ : D+
ε → Es

ε |D+
ε

ein Schnitt des stabilen Vektorbündels

mit Werten in Es
ε |D+

ε
.

Beweis. Wir zeigen zuerst das Überfließen des Definitionsbereichs. Dazu sei x ∈ D+
ε mit

|πcu(x)|α = κ0 ε. Dann gilt〈 d
dt
πcu(x), πcu(x)

〉
=
〈
Dπcu(x)

(
− Ax+ f(x) +B+

ε (x)
)
, πcu(x)

〉
=

〈
Dπcu(x)

(
− A(π(x) + πcu(x) + πs(x)) + f(x) +B+

ε (x)
)
, πcu(x)

〉
=

〈
Dπcu(x)

(
− Aπcu(x) + f(x)− f(π(x)) +B+

ε (x)
)

+
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Dπcu(x)
(
− Aπ(x) + f(π(x))

)
, πcu(x)

〉
=

〈
Dπcu(x)

(
− Aπcu(x) + f(x)− f(π(x)) +B+

ε (x)
)
, πcu(x)

〉
=

〈
P cu

0 P+
0

(
id+Dh(Q+

0 x)Q+
0

)(
− AP cu

0 P+
0 (x+ h(Q+

0 x)) +

f(x)− f(π(x)) + β0 P
cu
0 P+

0 (x+ h(Q+
0 x))

)
, πcu(x)

〉
=

〈
− Aπcu(x) + β0 π

cu(x) +Dπcu(x)
(
f(x)− f(π(x))

)
, πcu(x)

〉
≥ (β0 − αs − C(T ) δ) (κ0 ε)

2.

Denn der Term Dπcu(x)
(
−Aπ(x) + f(π(x))

)
verschwindet, da −Aπ(x) + f(π(x)) im Bild

von Dπ(x) liegt und Dπcu(x)Dπ(x) = 0 ist. Außerdem gilt |Df | ≤ δ und daher auch

|f(x) − f(π(x))| ≤ δ |x − π(x)| ≤ δ κ0 ε. Aus der gezeigten Abschätzung folgt dann, daß

die Norm von πcu(x) wächst und daher die Lösung den Definitionsbereich verlassen wird.

Nun wenden wir uns der lokalen Existenz des Rechtsinversen zu. Aus Bemerkung 2.14 und

|Df | ≤ δ folgt zunächst, daß sich die modifizierte und die volle Linearisierung entlang einer

ganz in Es
ε verlaufenden Lösung mit Anfangswert x0 nur wenig unterscheiden. Es gilt

|T (T, x0)− T̃ (T, x0)|α ≤ C(T ) δ.(2.20)

Damit und mit Gleichung (2.16) folgt für ui = bi+h+(bi)+vi ∈ Dl
ε nahe bei x0 für i = 1, 2:

|π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)(u1 + σ(u1))− π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)(u2 + σ(u2))|α(2.21)

≥ |Dπ̂cu(x0) T (T, x0) (u1 + σ(u1)− u2 − σ(u2))|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
≥ |P cu

0 T (T, x0) (u1 + σ(u1)− u2 − σ(u2))|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
≥ |T̃ (T, x0)P cu

0 (u1 + σ(u1)− u2 − σ(u2))|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
≥ |T̃ (T, x0) (b1 + v1 − b2 − v2)|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
≥ e−α

sT |b1 + v1 − b2 − v2|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
≥ e−α

sT |u1 − u2|α − δ C(T ) |u1 − u2|α,

denn es gilt ja

|b1 + v1 − b2 − v2|α ≥ |u1 − u2|α − |h+(b1)− h+(b2)|α ≥ (1− δ) |u1 − u2|α.(2.22)

Deshalb können wir lokal ein Rechtsinverses bilden. Wir müssen wieder die globale Injek-

tivität von π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ) nachweisen. Dazu zerlegen wir die Differentialgleichung wie

folgt:

ẋ = −Ax+ f(π(x)) +B+
ε (x) +

(
f(x)− f(π(x))

)
.(2.23)

Wegen |Df(x)| ≤ δ und |Dπ(x)|α ≤ C0 gilt

|Df(x)−Df(π(x))Dπ(x)| ≤ C0 δ.(2.24)
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Wir lassen den Term f(x) − f(π(x)) in Gleichung (2.23) daher zunächst einfach weg und

betrachten die Gleichung

ẋ = −Ax+ f(π(x)) +B+
ε (x).(2.25)

Dann ist diese Gleichung für einen Anfangswert x0 ∈ D+
ε auf dem Zeitintervall [0, T ]

wohldefiniert, da die Lösungen von (2.23) und (2.25) sich in der Zeitspanne T nach Lemma

2.7 und Bemerkung 2.24 um höchstens C(T ) δ κ0 ε voneinander entfernt haben, und deshalb

die Lösung der modifizierten Gleichung (2.25) stets im Definitionsbereich von π und πcu

bleibt.

Wir beachten jetzt, daß Gleichung (2.25) entkoppelt. Denn schreiben wir eine Lösung x(t)

von (2.25) in der Form q(t) + y(t), wobei q(0) ∈ γ(q0) und y(0) ∈ E+
0 ist, dann sehen wir

leicht, daß in dieser Zerlegung die folgenden Differentialgleichungen erfüllt sind:{
q̇ = −Aq + f(q)

ẏ = −Ay + χ+(Q+
0 q)χκ0ε(|P

cu,s
0 y|) β0 P

cu,s
0 y.

(2.26)

Denn jede Lösung von (2.26) ist wieder in q(t) ∈ γ(q0) und y(t) ∈ E+
0 zerlegt und erfüllt

deshalb π(x) = q und πi(x) = P i
0 y für i = s, cu. Nun transformieren wir (2.26) vermöge

q = b e+ + h+(b e+) auf einen konvexen Bereich und gelangen zu der Differentialgleichung{
ḃ = −Ab e+ +Q+

0 f(b e+ + h+(b))

ẏ = −Ay + χ+(b e+)χκ0ε(|P
cu,s
0 y|) β0 P

+
0 P cu,s

0 y.
(2.27)

Dann ist der Unterraum RP+
0 E

cu
0 invariant unter dem zu (2.27) gehörendem Fluß Φ̃. Au-

ßerdem gilt die globale Abschätzung

|Φ̃T (b1 + v1)− Φ̃T (b2 + v2)|α ≥ (e−α
sT + C(T ) δ) |b1 + v1 − b2 − v2|α

für vi ∈ E+
0 ∩ Ecu

0 und i = 1, 2. Dies folgt wie in Lemma 2.15 unter Benutzung der

Konvexität des Gebietes und einer Zeitumkehr auf Ecu
0 . Die globale Injektivität folgt nun

leicht, indem man die Lösungen ΦT von (2.23) und Φ̃T von (2.27) wie in Gleichung (2.21)

global miteinander vergleicht. Dabei beachten wir, daß sich wegen (2.24) die beiden Zeit T -

Abbildungen ΦT und Φ̃T nur um einen Term mit Lipschitzkonstante C(T )δ unterscheiden:

|π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)(u1)− π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)(u2)|α
≥ |P cu

0 ΦT (u1 + σ(u1))− P cu
0 ΦT (u2 + σ(u2))|α − δ C(T ) |u1 − u2|α

≥ |P cu
0 Φ̃T (u1 + σ(u1))− P cu

0 Φ̃T (u2 + σ(u2))|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
≥ e−α

sT |u1 − u2|α − δ C(T ) |u1 − u2|α
= (e−α

sT − δ C(T )) |u1 − u2|α.

Dabei haben wir wieder (2.22) benutzt. Wir haben also die Existenz eines Rechtsinversen

auf D+
ε bewiesen. Zuletzt müssen wir noch die Lipschitzkonstante von Φ#

T (σ) abschätzen.

Dies folgt unter Beachtung der Gleichungen (2.18) und (2.20) wie in Lemma 2.12. Aus
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(2.18) folgt auch leicht, daß die Werte von Φ#
T (σ) wieder in Es

ε liegen. �

III. π̂cu(x) ∈ Dl
ε.

Die Differentialgleichung (2.11) sei hier nochmals wiederholt.

ẋ = −AP s
0 x+ P s

0 f(x)− β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)P s

0 x+(2.28) (
−AP cu

0 x+ P cu
0 f(x) + β0

(
χκ0ε(|P

cu,s
0 πcu(x)|)χ+

ε (Q+
0 π(x))P+

0 +

χε(|P cu,s
0 πcu(x)|)χ−ε ( (1− P−0 )π(x))P−0

)
P cu,s

0 πcu(x)
)
χcuε (P cu

0 x)

= −AP s
0 x+ P s

0 f(x)− β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)P s

0 x+(
−AP cu

0 x+ P cu
0 f(x) +B+(x) +B−(x)

)
χcuε (P cu

0 x).

Es sei x(t) ∈ Dl
ε eine Lösung von (2.28). Wir werden in der zugehörigen Variationsgleichung

die Nichtlinearität P s
0 f(x) + P cu

0 f(x)χcuε (P cu
0 x) zunächst weglassen. Die so modifizierte

Variationsgleichung entlang x(t) sieht dann wie folgt aus

ẏ = −AP s
0 y − β1 χ

s
ε(P

cu
0 x)P s

0 y − β1 ε
−1
(
Dχs(ε−1 P cu

0 x)P cu
0 y
)
P s

0 x+(2.29) (
−AP cu

0 +DB+
ε (x) +DB−ε (x)

)
y χcuε (P cu

0 x) +(
−AP cu

0 x+B+
ε (x) +B−ε (x)

)
ε−1Dχcu(ε−1 P cu

0 x)P cu
0 y.

Hier wird nun die Minimumnorm vom Anfangswert abhängen, d.h. wir haben in der Ter-

minologie von [24] keine absolute, sondern nur noch eine relative normale Hyperbolizität.

Wir führen deshalb eine weitere Bezeichnung ein. Es sei

a(x0) :=

∫
[0,T ]

ϕI(x0)(t) dt,

wobei ϕI(x0) die charakteristische Funktion der Menge I(x0) ist und

I(x0) :=
{
t ∈ [0, T ] /P cu

0 x(t) ∈ ClUη(A)
}

die Menge derjenigen Zeitpunkte sei, für die die Projektion der Lösung x(t) auf Ecu
0 in der

Menge ClUη(A) verweilt. Vergleiche dazu Gleichung (2.9).

Lemma 2.17 Für die Lösung T̃ (T, x0) der modifizierten Variationsgleichung (2.29) gelten

die Abschätzungen

m(T̃ (T, x0)P cu
0 ) ≥ e−α

s(T−a(x0)) e−γ1 a(x0)

|T̃ (T, x0)P s
0 |α ≤ Ke−α

ssT e−β1 a(x0) + κ1 C(κ0)C(T ) K̃(χ),

wobei γ1 = C0 K̃(χ)C(κ0) ist und β1 in (2.10) definiert war.
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Beweis. In den Koordinaten v = P cu
0 y und w = P s

0 y ist die Gleichung (2.29) durch v̇ = χcuε (P cu
0 x)

(
−A+DB+

ε (x) +DB−ε (x)
)
v+(

−AP cu
0 x+B+

ε (x) +B−ε (x)
)
ε−1 Dχcu(ε−1 P cu

0 x) v
(2.30)

ẇ = −Aw − β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)w − β1 ε

−1
(
Dχs(ε−1 P cu

0 x) v
)
P s

0 x(2.31)

gegeben. Beachte dabei Bemerkung 2.13. Wir sehen, daß die Gleichung (2.30) auf Ecu
0 ent-

koppelt. Zunächst berechnen wir die Minimumnorm von T̃ (T, x0) auf Ecu
0 . Dazu schätzen

wir (2.30) jeweils getrennt für t ∈ I(x0) und t /∈ I(x0) ab.

Solange t /∈ I(x0) ist, gilt χcuε ≡ 1 und Dχcuε ≡ 0. Deshalb geht (2.30) in die Gleichung

v̇ =
(
−A+DB+

ε (x) +DB−ε

)
v

über und die Minimumnorm kann für 0 ≤ t ≤ t + τ ≤ T und [t, t + τ ] ∩ I(x0) = ∅ wie in

Teil II. durch

m(T̃ (t+ τ, t, x0)) ≤ e−α
sτ(2.32)

nach unten abgeschätzt werden.

Falls nun t ∈ I(x0) ist, schätzen wir das Vektorfeld durch die Norm nach oben ab:∣∣∣χcuε (P cu
0 x)

(
− A+DB+

ε (x) +DB−ε

)
v+(

− AP cu
0 x+B+

ε (x) +B−ε (x)
)
ε−1 Dχcu(ε−1 P cu

0 x) v
∣∣∣

≤ C0K(χ) K̃(χ) |v| =: γ1 |v|,

denn es gilt ja |P cu
0 x| ≤ 3ε. Wir beachten hier, daß die Norm von DB±ε gleichmäßig in ε

durch eine Konstante C(T ) abgeschätzt werden kann. Denn die von ε abhängige Ableitung

von χ±ε - vergleiche hier Abbildung 9 - liegt nach Konstruktion immer innerhalb von A

und dort war χcuε ≡ 0. Daher erhalten wir in diesem Bereich für 0 ≤ t ≤ t + τ ≤ T und

[t, t+ τ ] ⊂ I(x0) stets

m(T̃ (t+ τ, t, x0)P cu
0 ) ≤ e−γ1 τ .(2.33)

Durch Zusammensetzen der oben erreichten Abschätzungen gelangen wir schließlich zu der

Ungleichung

m(T̃ (T, x0)P cu
0 ) ≥ e−α

s(T−a(x0)) e−γ1 a(x0).

Hierbei war wichtig, daß in den Abschätzungen die Konstante K aufgrund der Zerlegung

−AP cu
0 = ∆ + J in ∆ und J mit ‖J‖ klein nicht vorkam.

Nun betrachten wir die Gleichung (2.31) auf dem stabilen Raum Es
0

ẇ = −Aw − β1 χ
s
ε(P

cu
0 x)w − β1 ε

−1
(
Dχs(ε−1 P cu

0 x) v
)
P s

0 x.
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Wir lassen zunächst den Kopplungsterm β1 ε
−1 (Dχs(ε−1 P cu

0 x) v)P s
0 x weg. Dann erhalten

wir die Gleichung
d

dt
w̃ = −Aw̃ − β1 χ

s
ε(P

cu
0 x) w̃

mit der expliziten Lösung

w̃(t) = e−β1

∫ t
0 χ

s
ε(P

cu
0 x(τ)) dτ e−At w̃0.

Wir können daher die zugehörige Halbgruppe W̃ (t, x0) mit

|W̃ (T )|α ≤ Ke−α
ssT e−β1 a(x0)

abschätzen. Beachte nämlich, daß∫ T

0

χsε(P
cu
0 x(τ)) dτ ≥ a(x0)

gilt, da nach Definition {χcu > 0} ⊂ {χs = 1} ist und χs ≥ 0 gilt. Nun müssen wir noch

den Kopplungsterm β1ε
−1(Dχs(ε−1P cu

0 x)v)P s
0x berücksichtigen. Diesen Term können wir

aber durch∣∣∣β1 ε
−1
(
Dχs(ε−1 P cu

0 x) v
)
P s

0 x
∣∣∣
α
≤ β1 ε

−1 K̃(χ) |P s
0 x|α ≤ β1 κ1 K̃(χ)

abschätzen, da x(t) nach Voraussetzung ganz in Es
ε bleibt. Damit erhalten wir für die

Lösung T̃ (T, x0 die Ungleichung

W (T ) = W̃ (T ) +
∫ T

0
W̃ (T, s) β1 ε

−1
(
Dχs(ε−1 P cu

0 x(s)) V (s)
)
P s

0 x ds

|W (T )|α ≤ |W̃ (T )|α +
∫ T

0
Ke−α

ss(T−s) β1 κ1 K̃(χ) eγ1s ds

≤ Ke−α
ssT e−β1 a(x0) + β1C0 K̃(χ)κ1 e

γ1T ,

wobei V (t) die Lösung der entkoppelten Gleichung auf Ecu
0 ist. Diese können wir immer

durch eγ1t mit einer Konstanten γ1 = C0K(χ̃)C(κ0) nach oben abschätzen, vergleiche dazu

auch Bemerkung 2.13. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Nun werden wir noch die in Lemma 2.17 vernachlässigte Nichtlinearität

P s
0 f(x) + P cu

0 f(x)χcuε (P cu
0 x)

berücksichtigen.

Bemerkung 2.18 Es gilt∣∣∣D(P s
0 f(x) + P cu

0 f(x)χcuε (P cu
0 x)

)∣∣∣ ≤ oε.
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Beweis. Wir berechnen die Ableitung

D
(
P s

0 f(x) + P cu
0 f(x)χcuε (P cu

0 x)
)

=

P s
0 Df(x) + P cu

0 Df(x)χcuε (P cu
0 x) + P cu

0 f(x) ε−1 Dχcu(ε−1 P cu
0 x)P cu

0

und unter Verwendung von |f(x)| ≤ C0 |x|1+ρ
α , |Df(x)| ≤ C0 |x|ρα und |x|α ≤ 3ε erhalten

wir ∣∣∣D(P s
0 f(x) + P cu

0 f(x)χcuε (P cu
0 x)

)∣∣∣ ≤ C0 K̃(χ) ερ = oε.

�

Daher ist die Ableitung der Nichtlinearität klein und der Einfluß auf die Variationsgleichung

ist daher von der Ordnung oε. Damit ergibt sich für die volle Variationsgleichung T (T, x0)

von (2.28) schließlich folgendes Lemma.

Lemma 2.19 Es gilt

m
(
P cu

0 T (T, x0)|Ecu0
)
≥ e−α

s(T−a(x0)) e−γ1 a(x0) + oε

|P s
0 T (Tx0)|Es0 |α ≤ Ke−α

ssT e−β1 a(x0) + κ1 C(κ0)C(T ) K̃(χ) + oε

|P s
0 T (Tx0)|Ecu0 |α ≤ oε

|P cu
0 T (Tx0)|Es0 |α ≤ oε.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 2.17 und Bemerkung 2.18. �

Jetzt können wir die Existenz des Rechtsinversen auf Dl
ε zeigen.

Definition. Wir definieren durch

mx(g) = lim inf
y→x, y∈Dε

|g(x)− g(y)|α
|x− y|α

.

die Minimumnorm m(g) einer Abbildung g : Dε → Xα.

Lemma 2.20 Auf Dl
ε existiert ein Rechtsinverses gσ von π̂cu◦ΦT ◦(id+σ) für jedes σ ∈ Σε,

sofern ε < ε0 hinreichend klein ist. Ferner gilt mit x = gσ(x0)

Lx0(gσ) ≤ eα
s(T−a(x)) eγ1 a(x) + oε

Lx0(π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ)) ≤ Ke−α
ssT e−β1 a(x) + κ1C(κ0)C(T ) K̃(χ) + oε.

Außerdem ist für κ1 <
(
C(κ0)C(T ) K̃(χ)

)−1

und ε ≤ ε0 hinreichend klein

Lx0(π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ) ≤ 1

und π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ : Dl
ε → Es

ε |Dlε ist eine Abbildung nach Es
ε mit Werten in Es

ε |Dlε.
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Beweis. Es sei also σ ∈ Σε ein zulässiger Graph. Wir zeigen zuerst das Überfließen.

Für P cu
0 x ∈ A verschwindet die Ecu

0 -Komponente des Vektorfeldes identisch, während für

x ∈ D+
ε und |πcu(x)| = κ0 ε die Ecu

0 -Komponente nach außen zeigt〈
χcuε (P cu

0 x)
[
(∆ + J + β0 P

cu,s)πcu(x) + f(πcu(x))
]
, πcu(x)

〉
≥ (β0 − αs −O(ε)) |πcu(x)|2.

Daraus folgt das Überfließen des Definitionsbereichs. Wir wollen π̂cu ◦ ΦT ◦ (id + σ) lokal

invertieren. Nun gilt aber für ui ∈ Ecu
0 nahe bei x mit ui = bi + χ̃(bi e±)h±(bi e±) + vi für

i = 1, 2:

|π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)(u1)− π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ)(u2)|α
≥ |P cu

0 T̃ (T, x0)(b1 + v1 − b2 − v2)|α + oε |u1 − u2|α
≥ (e−α

s(T−a(x)) e−γ1 a(x) + oε) |u1 − u2|α

wegen Lemma 2.17 und 2.19. Daraus folgt die Existenz eines lokalen Rechtsinversen. Nun

passen die so gefundenen lokalen Rechtsinversen aber zusammen, da π̂cu ◦ ΦT ◦ (id + σ)

global injektiv auf Dl
ε ist. Denn zunächst folgt für den modifizierten Fluß (mit weggelas-

sener Nichtlinearität) auf Ecu
0 in der Rückwärtszeitrichtung, daß zwei Lösungen sich nach

der Zeit −T höchstens um 2eγ1T voneinander entfernt haben. Das bedeutet, daß sich zwei

Lösungen höchstens um den Faktor 2e−γ1T in der Zeit T annähern können. Und da sich die-

ser modifizierte Fluß und der echte nur um eine Abbildung mit kleiner Lipschitzkonstante

oε unterscheiden, gilt dies auch für π̂cu ◦ΦT ◦ (id+σ). Wir beachten hier weiterhin, daß das

Abschneiden des homoklinen Orbits durch χ̃ε h± und der damit verbundene Übergang des

Definitionsbereichs Dl
ε von Ecu

0 zu der nichtlinearen Mannigfaltigkeit ebenfalls nur Ablei-

tungen von der Ordnung oε beisteuert. Damit ist die Existenz des Rechtsinversen gezeigt.

Die Abbildung π̂s ◦ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ hat dann wegen der Abschätzungen von P s
0 T (T, x0)

in Lemma 2.19 wieder Werte in Es
ε . Aus Lemma 2.19 folgt auch leicht die Ungleichung

für Lx0(π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ)). Daher müssen wir nur noch die Lipschitzkonstante von Φ#
T (σ)

berechnen. Wir erhalten

Lx0(Φ#
T (σ)) ≤ Lgσ(x0)(π̂

s ◦ ΦT ◦ (id+ σ))Lx0(gσ)

≤ Lgσ(x0)(π̂
s ◦ ΦT ◦ (id+ σ))mgσ(x0)(g

−1
σ )

≤
(
Ke−α

ssT e−β1 a(gσ(x)) + κ1 C(κ0)C(T ) K̃(χ) + oε

)
·(

eα
s(T−a(gσ(x))) eγ1 a(gσ(x)) + oε

)
≤ Ke−(αss−αs)T e−(β1+αs−γ1) a(gσ(x0)) + κ1C(κ0)C(T ) K̃(χ) eγ1T + oε

< 1,

denn wir können κ1 abhängig von C(κ0)C(T ) K̃(χ) aber unabhängig von ε klein wählen;

wir beachten dabei γ1 = C0 K̃(χ)C(κ0). Ferner haben wir β1 > γ1 nach (2.10) und
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|Dπ̂s − P s
0 | = oε benutzt. Damit ist das Lemma bewiesen. �

IV. Die Existenz eines Fixpunkts von Φ#
T .

Mit den Lemmata 2.12, 2.16 und 2.20 haben wir gezeigt, daß die Abbildung Φ#
T : Σε → Σε

wohldefiniert ist. Nun beweisen wir die Existenz eines Fixpunktes von Φ#
T in Σ. Dazu

brauchen wir noch folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.21 Zu jedem η0 > 0 und L0, m0 > 0 existiert ein ε0 > 0, so daß für alle

ε ≤ ε0 und alle x, y ∈ Dε mit |x− y|α ≤ ε0 folgendes gilt.

(i) Für alle g : Dε → Xα mit L(g) ≤ L0 ist

|g(x)− g(y)|α ≤ L0 (1 + η0) |x− y|α.

(ii) Für alle g : Dε → Xα mit m(g) ≥ m0 ist

|g(x)− g(y)|α ≥ m0 (1− η0) |x− y|α.

Beweis. Zunächst gilt für jedes g : Rn → X mit lim supy→x
|g(x)−g(y)|α
|x−y|α ≤ L0 auch |g(x) −

g(y)|α ≤ L0|x − y|α. Denn zu jedem κ > 0 existiert eine Umgebung Uε(x)(x) für alle

x mit |g(x) − g(y)|α ≤ L0 (1 + κ) |x − y|α für y ∈ Uε(x)(x). Nun seien x0, x1 beliebig

gewählt. Wir wählen eine Zerlegung der Strecke x0 x1 in disjunkte Teilstrecken yi yi+1 mit

yi+1 ∈ Uε(yi)(yi), was stets möglich ist. Dann folgt

|g(x0)− g(x1)|α ≤
∑
|g(yi)− g(yi+1)|α

≤
∑

L0 (1 + κ) |yi − yi+1|α
= L0 (1 + κ) |x0 − x1|α

nach Wahl der yi. Da κ beliebig klein gewählt werden kann, erhalten wir |g(x0)−g(x1)|α ≤
L0 |x0−x1|α. Der Definitionsbereich Dε ist hier zwar eine (kompakte) Untermannigfaltigkeit

und nicht der Rn, aber wir können Dε gleichmäßig durch die Tangentialräume approximie-

ren. Zu jedem η > 0 existiert nämlich ein ε0 > 0 mit der Eigenschaft

Dε ∩ Uε0(x) = Graph(hx),

wobei hx eine Abbildung hx : Uε0(0) ⊂ TxDε → Es
x mit |hx(y0)− hx(y1)|α ≤ η |y0 − y1|α ist

für jedes x ∈ Dε und jedes ε < ε0. Dies folgt aus den Definitionen von Dε und πcu. Daher

erhalten wir für x0, x1 ∈ Dε mit |x0 − x1|α ≤ ε0 die Abschätzung

|g(x0)− g(x1)|α = |g(y0 + hx(y0))− g(y1 + hx(y1))|α
≤ L0 (1 + η) |y0 − y1|α
≤ L0

1+η
1−η |x0 − x1|α.

Der zweite Fall folgt analog und die Bemerkung ist bewiesen. �
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Lemma 2.22 Die Abbildung Φ#
T : Σε → Σε ist eine Kontraktion mit Lipschitzkonstante

Ke−α
ssT + C(T ) δ + oε + κ1C(κ0)C(T ) K̃(χ).

Daher existiert ein eindeutiger Fixpunkt σ∗ ∈ Σε.

Beweis. In diesem Beweis werden wir ein wenig bedenkenloser vorgehen. Eigentlich müssen

wir hier wieder alle Abschätzungen getrennt in den drei Bereichen Dl, D± und Df zeigen,

werden dies aber nicht tun. Im Zweifelsfall möge der Leser dies nachrechnen. So wäre es

zum Beispiel bei einigen der folgenden Ungleichungen korrekter, in den Bereichen Dl und

D± die Abschätzung

f(q + u)− f(q + ũ) =

∫ 1

0

Df(q + ũ+ τ (u− ũ)) dτ (u− ũ)

anstelle von

f(q + u)− f(q + ũ) = Df(q)(u− ũ) + oε |u− ũ|

zu verwenden.

Wir müssen ‖Φ#
T (σ)−Φ#

T (σ̃)‖ abschätzen für σ, σ̃ ∈ Σε. Wir erhalten dann für diese Norm

den Ausdruck

|Φ#
T (σ)(x)− Φ#

T (σ̃)(x)|α(2.34)

= |π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ(x)− π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ̃) ◦ gσ̃(x)|α
≤ |π̂s ΦT (id+ σ) gσ(x)− π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ(x)|α +

|π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)|α
≤ |D(π̂s ΦT ) (gσx) (σ(gσx)− σ̃(gσx))|α + oε |σ(gσx)− σ̃(gσx)|α +

|π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)|α.

Zunächst behandeln wir den ersten Term in Gleichung (2.34). Aus den Beweisen der Lem-

mata 2.11, 2.16 und 2.20 angewendet auf x ∈ Df
ε , D+

ε beziehungsweise auf Dl
ε erhalten wir

die Ungleichung

|D(π̂s ΦT ) (gσx) (σ(gσx)− σ̃(gσx))|α(2.35)

≤
(
Ke−α

ssT + oε + C(T ) δ + κ1C(T, κ0) K̃(χ)
)
|σ(gσx)− σ̃(gσx)|.

Anschließend schätzen wir den zweiten Term in (2.34) ab und berechnen zunächst |gσ(x)−
gσ̃(x)|α. Nach Definition gilt

π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ = π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ̃) ◦ gσ̃ = idDε

und

π̂cu ΦT (id+ σ) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)

= π̂cu ΦT (id+ σ) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ(x) +

π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x).
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Aus diesen Identitäten erhalten wir daher

|π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)|α
= |π̂cu ΦT (id+ σ) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ(x)|α.

Nun wissen wir aus den Lemmata 2.12, 2.16 und 2.19, daß |gσ(x)−gσ̃(x)|α ≤ ε gleichmäßig

in σ und σ̃ gilt. Deshalb folgt

|π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)|α
≥

(
Lgσx(π̂

cu ΦT ) + oε

)
|gσ(x)− gσ̃(x)|α

und wir erhalten schließlich

|gσ(x)− gσ̃(x)|α ≤
(
Lgσx(π̂

cu ΦT ) + oε

)−1

·∣∣∣π̂cu ΦT (id+ σ) gσ(x)− π̂cu ΦT (id+ σ̃) gσ(x)
∣∣∣
α
.

Wir müssen also noch den Ausdruck

|π̂cu ΦT (id+ σ)(x0)− π̂cu ΦT (id+ σ̃)(x0)|α

mit x0 := gσ(x) berechnen. Wir erhalten

|π̂cu ΦT (id+ σ)(x0)− π̂cu ΦT (id+ σ̃)(x0)|α

=
∣∣∣ ∫ 1

0

D(π̂cu ΦT )
(
x0 + σ̃(x0) + τ (σ(x0)− σ̃(x0))

)
(σ(x0)− σ̃(x0)) dτ

∣∣∣
α

≤
(
|D(π̂cu ΦT )(x0)Dπ̂s(x0)|α + oε

)
|σ(x0)− σ̃(x0)|α.

Aus den Beweisen der Lemmata 2.11, 2.16 und 2.20 folgt diesmal die Ungleichung(
Lgσx(π̂

cu ΦT ) + oε

)−1 ∣∣∣D(π̂cu ΦT )(gσx)Dπ̂s(gσx)
∣∣∣
α

≤ oε + C(T ) δ + κ1C(T, κ0) K̃(χ).
(2.36)

Damit erhalten wir die Ungleichung

|gσ(x)− gσ̃(x)|α(2.37)

≤
(

oε + C(T ) δ + κ1C(T, κ0) K̃(χ)
)
|σ(gσx)− σ̃(gσx)|α.

Wir setzen jetzt (2.35) und (2.37) in Gleichung (2.34) ein und erhalten

|Φ#
T (σ)(x)− Φ#

T (σ̃)(x)|α
≤ |D(π̂s ΦT ) (gσx) (σ(gσx)− σ̃(gσx))|α + oε |σ(gσx)− σ̃(gσx)|α +

|π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)|α
≤ |D(π̂s ΦT ) (gσx) (σ(gσx)− σ̃(gσx))|α + oε |σ(gσx)− σ̃(gσx)|α +(

|D(π̂s ΦT )(gσx)|α + oε

)
|gσ(x)− gσ̃(x)|α

≤
((
Ke−α

ssT + oε + C(T ) δ + κ1 C(T, κ0) K̃(χ)
)

+(
|D(π̂s ΦT )(gσx)|α + oε

)(
oε + C(T ) δ + κ1 C(T, κ0) K̃(χ)

))
|σ(gσx)− σ̃(gσx)|α

≤
(
Ke−α

ssT + oε + C(T ) δ + κ1 C(T, κ0) K̃(χ)
)
|σ(gσx)− σ̃(gσx)|α.
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Hier haben wir den Term

|π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ(x)− π̂s ΦT (id+ σ̃) gσ̃(x)|α

mit der gleichen, bereits oben verwendeten Methode abgeschätzt. �

Wir bezeichnen den Graphen von σ∗ mit W cu
hom. Es gilt also W cu

hom ⊂ ΦT W
cu
hom. Als nächstes

zeigen wir eine Charakterisierung der durch Graph σ∗ gegebene Fläche.

Lemma 2.23 Es sei x−n ∈ Es
ε für n ∈ N0 eine Folge mit ΦT (x−n) = x−(n−1). Dann gilt

x0 ∈ W cu
hom.

Beweis. Die Folge x−n erfüllt insbesondere dist(x−n,W
cu
hom) ≤ 2ε, denn es gilt ja |πs(x)|α ≤

ε für alle x ∈ Es
ε . Aus der Kontraktionseigenschaft von Φ#

T schließen wir zunächst, daß

dist(Φn
T (x),W cu

hom) ≤ κn dist(x,W cu
hom)

für ein κ < 1 und alle x ∈ Es
ε mit Φj

T (x) ∈ Es
ε für 1 ≤ j ≤ n gilt. Für die Folge x−n

erhalten wir daher unter Berücksichtigung von Φn
T (x−n) = x0

dist(x0,W
cu
hom) = dist(Φn

T (x−n),W cu
hom) ≤ κn dist(x−n,W

cu
hom) ≤ 2κn ε.

Für n→∞ folgt deshalb dist(x0,W
cu
hom) = 0. �

Wir haben daher eine Mannigfaltigkeit W cu
hom gefunden, die lokal invariant unter der Zeit T -

Abbildung ΦT ist. Was wir aber tatsächlich konstruieren wollten, war eine Mannigfaltigkeit,

die lokal invariant unter dem Halbfluß Φt für t ≥ 0 ist. Dies liefert die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.24 W cu
hom ist lokal invariant unter Φt für t ≥ 0.

Beweis. Wir können die Graphentransformation auch mit ΦT̃ anstelle von ΦT durchführen,

sofern nur |T̃ − T | ≤ η gilt und η > 0 hinreichend klein ist. Dann ist auch Φ#

T̃
(σ∗) in Σε

enthalten. Außerdem gilt

ΦT ΦT̃ W
cu
hom = ΦT̃ ΦT W

cu
hom = ΦT̃ W

cu
hom.

Deshalb ist auch Φ#

T̃
(σ∗) = ΦT̃ W

cu
hom ein Fixpunkt von Φ#

T und wir erhalten daher wegen

der Eindeutigkeit schließlich die Identität Φ#

T̃
(σ∗) = σ∗. Mit T̃ = T + t und 0 ≤ t ≤ η folgt

dann

W cu
hom = ΦT̃ W

cu
hom = ΦT+tW

cu
hom = ΦtW

cu
hom.

Durch Iteration folgt nun die Behauptung. �
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2.3.3 Regularität

Schließlich weisen wir die Regularität von W cu
hom nach. Wir beschränken uns dabei auf den

Fall Ck+β mit β > 0, d.h. wir vermeiden den Fall der Ck-Regularität. Dies wird im all-

gemeinen keine große Einschränkung sein, der Beweis vereinfacht sich aber erheblich. Für

den Ck-Fall vergleiche [24, Thm. 4.1] oder [20, Lemma A.3] .

Im folgenden werden wir uns auf den Fall k = 1 beschränken; der Fall höherer Differen-

zierbarkeit folgt analog.

Zunächst ist der Definitionsbereich Dε im allgemeinen nur in C1,ρ, da die Nichtlinearität

dann nur in C1,ρ ist. Tatsächlich können wir o.B.d.A. annehmen, daß Dε und das Bündel

Es
ε in C∞ sind.

Bemerkung 2.25 Es existiert ein C∞-Bündel Ês
ε über einer C∞-Mannigfaltigkeit D̂ε, so

daß folgendes gilt

(i) D̂ε und Ês
ε sind in der C1-Norm nahe an Dε und Es

ε .

(ii) Der Fixpunkt σ∗ kann als Graph σ̂ über D̂ε in Ês
ε dargestellt werden.

Beweis. Es sei η > 0 vorgegeben. Dann approximieren wir zuerst den Orbit q(·) : R→ Xα

mit q(·) ∈ C1 so durch eine C∞-Funktion q̂(·), daß

|q(t)− q̂(t)|α ≤ η

| d
dt

(q(t)− q̂(t))|α ≤ η

q̂(t) ∈ Re+ für t ≥ η−1

q̂(t) ∈ Re− für t ≤ −η−1

gilt. Dies erreicht man wie im endlich-dimensionalen durch Faltung mit einer glättenden

Funktion (Mollifier). Jetzt können wir wieder nichtlineare C∞-Projektionen π, π̂cu und π̂s

definieren, die in der C1-Norm η nahe an den ursprünglichen Projektionen sind. Statt als

Definitionsbereich bei der Graphentransformation Dε zu verwenden, benutzen wir die neue

C∞-Fläche D̂ε und das zugehörige C∞-Bündel Ês. Für η klein genug ist die Graphentrans-

formation weiterhin wohldefiniert, denn die zusätzlichen Terme sind von der Ordnung η in

C1 und das Überfließen ist ebenfalls gesichert für kleines η. Daher können wir die Mannig-

faltigkeitW cu
hom als Lipschitzgraph σ̂∗ über der C∞-Fläche D̂ε in das Bündel Ês schreiben. �

Wir werden im folgenden die C∞-Approximationen wieder mit Dε und Es
ε bezeichnen.

Als nächstes müssen wir erklären, was wir unter Hölderstetigkeit von Schnitten verstehen.

Auf einer Untermannigfaltigkeit eines normierten Vektorraums können wir zunächst die

Tangentialräume vergleichen. Zu jedem x ∈ Dε existieren C∞-Abbildungen

H̃x : Uε0 × TxDε → Es
ε (x)
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linear in der zweiten Komponente mit

Hx(y)u := u+ H̃x(y, u) = u+ H̃x(y)u ∈ TyDε

für y ∈ Uε0(x) ∩ Dε. Das Bild dieser Abbildung ist mit anderen Worten durch R(id +

H̃x(y)) = RHx(y) = TyDε gegeben. Es gilt |H̃x(y)|α → 0 für y → x.

Definition. Es sei M eine C∞-Mannigfaltigkeit in Xα. Die Ableitung einer Abbildung

g : M → Xα heißt Hölderstetig mit Hölderexponent β (oder Dg ∈ Cβ), wenn

lim sup
y→x, y∈M

|Dg(x)−Dg(y) ◦Hx(y)|α
|x− y|β

=: Rx(g) ≤ R(g)∞

für alle x ∈M gilt.

Dabei ist die Norm im Zähler gegeben durch | · |L(TxM,Xα) mit der durch TxM ↪→ Xα auf

TxM induzierten Norm. Analog definiert man die Hölderstetigkeit der höheren Ableitungen

von σ. Falls M eingeschränkt auf eine offene Menge flach ist, dann stimmt diese Definition

mit der üblichen Definition im R
n überein, da dort H̃x(·) ≡ 0 ist. Insbesondere gilt dies für

unsere Mannigfaltigkeit Dε in der Umgebung des stationären Punktes.

Lemma 2.26 ([23, Lemma 6.1.6]) Es seien X,Y Banachräume und U ⊂ X offen.

Dann ist BR(Ck,β(U, Y )) für β > 0 abgeschlossen in C0(U, Y ).

Dabei bezeichnet BR die Kugel mit Radius R. Dieses Lemma übertragen wir nun auf unsere

Definition von Hölderstetigkeit.

Lemma 2.27 BR(Ck,β(Dε)) ist für β > 0 abgeschlossen in C0(Dε).

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall k = 1. Der Beweis für k > 1 verläuft analog.

Im folgenden verwenden wir die Identitäten

π̂cu ◦ π̂cu = π̂cu

und

Dπ̂cu(y)Dπ̂cu(x) = Dπ̂cu(y)
(
idTxDε −Hx(y) +Hx(y)

)
Dπ̂cu(x)

= Dπ̂cu(y)
(
− H̃x(y) +Hx(y)

)
Dπ̂cu(x)

=
(
Dπ̂cu(x)−Dπ̂cu(y)

)
H̃x(y)Dπ̂cu(x) +Dπ̂cu(y)Hx(y)Dπ̂cu(x)

=
(
Dπ̂cu(x)−Dπ̂cu(y)

)
H̃x(y)Dπ̂cu(x) +Hx(y)Dπ̂cu(x),

da RH̃x ⊂ Es
x = KeDπ̂cu(x) und Dπ̂cu(y)|TyDε = id ist. Es konvergiere σn → σ in C0

mit σn ∈ BR := BR(C1,β(Dε)) für alle n. Wir betrachten dann σn ◦ π̂cu : U → Xα,
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wobei U = Es
ε ⊂ Xα offen ist. Dann existiert wegen Lemma 2.26 ein σ̃ : U → Xα mit

σ̃ ∈ BR(C1,β(U)) und Di(σn ◦ π̂cu)→ Diσ̃ für n→∞ und i = 0, 1. Es gilt nämlich

|Dσn ◦Dπ̂cu(x)−Dσn ◦Dπ̂cu(y)|α
≤

∣∣∣(Dσn(π̂cu(x))−Dσn(π̂cu(y))Dπ̂cu(π̂cu(y))
)
Dπ̂cu(x)

∣∣∣
α

+∣∣∣Dσn(π̂cu(y))Dπ̂cu(π̂cu(y))
∣∣∣
α

∣∣∣Dπ̂cu(x)−Dπ̂cu(y)
∣∣∣
α

≤
∣∣∣Dσn(π̂cu(x))−Dσn(π̂cu(y))Hπ̂cu(x)(π̂

cu(y))
∣∣∣
α

∣∣∣Dπ̂cu(x)
∣∣∣
α

+∣∣∣Dσn(π̂cu(y))Dπ̂cu(π̂cu(y))
∣∣∣
α
·
(∣∣∣H̃π̂cu(x)(π̂

cu(y))
∣∣∣
α

∣∣∣Dπ̂cu(x)
∣∣∣
α

+ 1
)
·∣∣∣Dπ̂cu(x)−Dπ̂cu(y)

∣∣∣
α
.

Daher ist σn ◦ π̂cu ∈ C1,β(U) für alle n. Wir setzen nun σ = σ̃|Dε . Dann folgt Diσn → Diσ

für n→∞ und i = 0, 1. Deshalb ist auch σ ∈ BR(C1,β(Dε)) und das Lemma ist bewiesen.

�

Bemerkung 2.28 Um die Hölderregularität von Dσ∗ zu zeigen, ist es offensichtlich aus-

reichend,

Φ#
T

(
BR(C1,β(Dε)) ∩ Σε

)
⊂
(
BR(C1,β(Dε)) ∩ Σε

)
für ein geeignetes R > 0 nachzuweisen. Der Fixpunkt σ∗ ist dann nämlich in BR(C1,β(Dε))

enthalten, da BR(C1,β(Dε)) ∩ Σε nach Lemma 2.27 abgeschlossen in Σε ist.

Bemerkung 2.29 Für Abbildungen f, g ∈ C1,β(Dε) mit g : Dε → Dε gilt

Rx(D(f ◦ g)) ≤ Rg(x)(Df)Lx(g)1+β + Lg(x)(f)Rx(Dg) + Lg(x)(f)Lx(g)1+β Rgx(H).

Beweis. Zunächst gilt für beliebige Abbildungen f̃ ∈ Cβ(Dε, X
α) und g̃ ∈ C0,1(Dε, X

α)

die Ungleichung

|(f̃ ◦ g̃)(x)− (f̃ ◦ g̃)(y)|α
|x− y|βα

≤ |f̃(g̃(x))− f̃(g̃(y))|α
|g̃(x)− g̃(y)|βα

(
|g̃(x)− g̃(y)|α
|x− y|α

)β
und es folgt

R(f̃ ◦ g̃) ≤ R(f̃)Lβ(g̃).(2.38)

Unter Verwendung dieser Ungleichung erhalten wir dann

|D(f ◦ g)(x)−D(f ◦ g)(y)Hx(y)|α ≤(2.39)

≤
∣∣∣(Df(gx)−Df(gy)Hgx(gy)

)
Dg(x)

∣∣∣
α

+∣∣∣Df(gy)
(
Hgx(gy)Dg(x)−Dg(y)Hx(y)

)∣∣∣
α

≤ |Df(gx)−Df(gy)Hgx(gy)|α |Dg(x)|α +

|Df(gy)|α ·
(
|Hgx(gy)− idTgxDε|α |Dg(x)|α +

|Dg(x)−Dg(y)Hx(y)|α
)
.
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Nach Multiplikation mit |x− y|−βα und dem Grenzübergang y → x folgt daher

Rx(D(f ◦ g)) ≤ Rg(x)(Df)Lx(g)1+β + Lg(x)(f)
(
Rg(x)(H)Lx(g)1+β +Rx(g)

)
und dies beweist die Bemerkung. �

Lemma 2.30 Es existiert ein R0 > 0, so daß

Φ#
T

(
BR0(C1,β(Dε)) ∩ Σε

)
⊂
(
BR0(C1,β(Dε)) ∩ Σε

)
gilt. Dabei wird R0 im allgemeinen von ε abhängen.

Beweis. Es sei σ ∈ BR(C1,β(Dε)). Dann ist Φ#
T (σ) ∈ C1(Dε) und die Ableitung erfüllt

|D(Φ#
T (σ))|α ≤ 1. Daher müssen wir nur noch D(Φ#

T (σ)) ∈ BR(Cβ(Dε)) zeigen. Es gilt

D(Φ#
T (σ)) = Dπ̂s ◦DΦT ◦ (id+Dσ) ◦Dgσ.

Die Zeit T -Abbildung ΦT ist in C1,β(U,Xα). Allerdings wird die HölderkonstanteR(DΦT )→
∞ für ε→ 0 im allgemeinen unbeschränkt anwachsen, da wir cutoff-Funktionen verwendet

haben.

Zunächst zeigen wir, daß die Ableitungen der Rechtsinversen gσ Hölderstetig sind und

berechnen deren Höldernorm. Zuvor bemerken wir noch, daß wir wegen der Lemmata 2.10,

2.16 und 2.19 die Minimumnorm der Ableitung D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id + σ)) stets nach unten

abschätzen können. Es gilt

m0(x) := m
(
D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(x)

)
≥


Ke−α

sT + oε + C(T ) δ für x ∈ Df
ε

e−α
sT + C(T, κ0) ε+ C(T ) δ für x ∈ D±ε

e−α
s(T−a(x)) e−γ1 a(x) + oε für x ∈ Dl

ε.

(2.40)

Nun verschaffen wir uns eine implizite Darstellung von Dgσ. Es gilt

π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ = idDε

und daher

Dπ̂cu ◦DΦT ◦ (id+Dσ) ◦Dgσ = idTxDε .

Wie in Gleichung (2.39) folgt dann∣∣∣idTxDε − idTyDεHx(y)
∣∣∣
α

=

=
∣∣∣D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσx)Dgσ(x)−
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D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσy)Dgσ(y)Hx(y)
∣∣∣
α

≥ −
∣∣∣(D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσx)−D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσy)Hgσx(gσy)

)
·

Dgσ(x)
∣∣∣
α

+
∣∣∣D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσy)

(
Hgσx(gσy)Dgσ(x)−Dgσ(y)Hx(y)

)∣∣∣
α

≥ m0(gσy)
∣∣∣Hgσx(gσy)Dgσ(x)−Dgσ(y)Hx(y))

∣∣∣
α
−∣∣∣D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσx)−D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσy)Hgσx(gσy)

∣∣∣
α

∣∣∣Dgσ(x)
∣∣∣
α

≥ m0(gσy)
∣∣∣Dgσ(x)−Dgσ(y)Hx(y))

∣∣∣
α
−m0(gσy)

∣∣∣Hgx(gy)− idTgxDε
∣∣∣
α

∣∣∣Dgσ(x)
∣∣∣
α
−∣∣∣D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσx)−D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσy)Hgσx(gσy)

∣∣∣
α

∣∣∣Dgσ(x)
∣∣∣
α
.

Wir erhalten also∣∣∣Dgσ(x)−Dgσ(y)Hx(y)
∣∣∣
α

≤ m0(gσy)−1
(∣∣∣idTxDε −Hx(y)

∣∣∣
α

+
∣∣∣D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσx)−

D(π̂cu ◦ ΦT ◦ (id+ σ))(gσy)Hgσx(gσy)
∣∣∣
α

∣∣∣Dgσ(x)
∣∣∣
α

)
+∣∣∣Hgx(gy)− idTgxDε

∣∣∣
α

∣∣∣Dgσ(x)
∣∣∣
α
.

Aufgrund von π̂s(x+ σ(x)) = σ(x) folgt∣∣∣Dσ(x)−Dσ(y)Hx(y)
∣∣∣
α

≤
∣∣∣Dπ̂s(x+ σ(x))

(
Dσ(x)−Dσ(y)Hx(y)

)∣∣∣
α

+∣∣∣(Dπ̂s(x+ σ(x))−Dπ̂s(y + σ(y))
)∣∣∣

α

∣∣∣Dσ(y)Hx(y))
∣∣∣
α

≤
∣∣∣Dπ̂s(x+ σ(x))

∣∣∣
α

∣∣∣Dσ(x+ σ(x))−Dσ(y + σ(y))Hx(y)
∣∣∣
α

+∣∣∣Dπ̂s(x+ σ(x))−Dπ̂s(y + σ(y))
∣∣∣
α

∣∣∣Dσ(y)Hx(y))
∣∣∣
α
.

Dann ist Dgσ Hölderstetig und wir erhalten die Abschätzung

Rx(Dgσ) ≤ Lx(gσ)1+β R(H)+

m0(gσx)−1
(
R(H) + Lx(gσ)β

(
R(D(π̂cu ΦT ))L(id+ σ)1+β +

L(D(π̂cu ΦT )) (R(H) +R(Dπ̂s)) + |D(π̂cu ΦT )(x0)Dπ̂s(x0)|αRgσx(Dσ)
))

für die Hölderkonstante mit x0 = gσ(x) + σ(gσ(x)). Wie in Gleichung (2.36) folgt dann

|D(π̂cuΦT )(x0)Dπ̂s(x0)|α ≤ oε + C(T ) δ + κ1C(T, κ0) K̃(χ).

Damit gelangen wir schließlich zu der Ungleichung

Rx(Dgσ) ≤ Lx(gσ)1+β R(H)+(2.41)

m0(gσx)−1
(
R(H) + Lx(gσ)β

(
R(D(π̂cu ΦT ))L(id+ σ)1+β +

L(D(π̂cu ΦT )) (R(H) +R(Dπ̂s)) +

(oε + C(T ) δ + κ1 C(T, κ0) K̃(χ))Rgσx(Dσ)
))
.
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Jetzt können wir die Hölderstetigkeit von Φ#
T (σ) nachweisen. Dazu müssen wir die Differenz

|D(π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ)(x)−D(π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ)(y)|α

abschätzen. Dies geht genau so vor sich wie bei der oben stehenden Abschätzung der

Hölderkonstanten von D(π̂cu ◦ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ). Deshalb geben wir nur das Ergebnis an:

Rx(D(π̂s ◦ ΦT ◦ (id+ σ) ◦ gσ))

≤ R(D(π̂s ΦT )Dπ̂s)L(id+ σ)1+β L(gσ) +

|D(π̂s ΦT )(x0)Dπ̂s(x0)|αRgσx(Dσ)Lx(gσ)1+β +

Rx(Dgσ) |D(π̂s ΦT )|α (C0 L(σ) + 1) + |D(π̂s ΦT )|α L(σ)Lx(gσ)1+β R(H).

Dabei ist wieder x0 = gσ(x)+σ(gσ(x)). In diese Ungleichung setzen wir unsere Abschätzung

(2.41) für R(gσ) ein. Da es uns nur auf eine Schranke für R(Dσ) ankommt, bezeichnen wir

mit Mε eine Konstante, die die Hölderkonstanten von D(π̂i ΦT ) und H für i = s, cu sowie

alle Lipschitzkonstanten enthält. Mε ist aber unabhängig von R(Dσ). Dann erhalten wir

Rx(DΦ#
T (σ))

≤ Mε + |D(π̂s ΦT )(x0)Dπ̂s(x0)|αRgσx(Dσ)Lx(gσ)1+β +

Rx(Dgσ) |D(π̂s ΦT )|α (C0 L(σ) + 1)

≤ Mε +Rgσx(Dσ)
(
|D(π̂s ΦT )(x0)Dπ̂s(x0)|α Lx(gσ)1+β +(

oε + C(T ) δ + κ1C(T, κ0) K̃(χ)
)
m0(gσx)−1 Lx(gσ)β

)
.

Wir beachten, daß die Abschätzungen von L(gσ) und m0(x) gleichmäßig in ε sind, und

bekommen deshalb

Rx(DΦ#
T (σ))(2.42)

≤ Mε +Rgσx(Dσ)
(

oε + C(T ) δ + κ1C(T, κ0) K̃(χ) +∣∣∣D(π̂sΦT )(gσx+ σ(gσx))Dπ̂s(gσx+ σ(gσx))
∣∣∣
α
Lx(gσ)1+β

)
.

Nach Definition gilt nun

Lx(gσ) ≤ m0(gσx).
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Aus den Lemmata 2.11, 2.16 und 2.19 sowie aus Gleichung (2.40) erhalten wir dann

|D(π̂s ΦT )(gσx+ σ(gσx))Dπ̂s(gσx+ σ(gσx))|α Lx(gσ)1+β ≤

≤



(
Ke−α

ssT + oε + C(T ) δ
)
·
(
Keα

sT + oε + C(T ) δ
)1+β

für x ∈ Df
ε(

Ke−α
ssT + oε + C(T ) δ

)
·
(
eα

sT + C(T, κ0) ε+ C(T ) δ
)1+β

für x ∈ D±ε(
Ke−α

ssT e−γ1 a(gσx) + κ1C(κ0)C(T ) K̃(χ) + oε

)
· für x ∈ Dl

ε(
eα

s(T−a(gσx)) eγ1 a(gσx) + oε

)1+β

≤


Ke−(αss−(1+β)αs)T + oε + C(T ) δ für x ∈ Df

ε

Ke−(αss−(1+β)αs)T + oε + C(T ) δ für x ∈ D±ε
Ke−(αss−(1+β)αs)T e−(γ1+(1+β)αs−(1+β) γ1) a(gσx)+ für x ∈ Dl

ε

κ1 C(κ0)C(T ) K̃(χ) eγ1 (1+β)T + oε.

gilt. Nach Voraussetzung ist αss > (1 + β)αs. Deshalb existiert ein η < 1 mit∣∣∣D(π̂s ΦT )(gσx+ σ(gσx))Dπ̂s(gσx+ σ(gσx))
∣∣∣
α
Lx(gσ)1+β < η.

Aus Gleichung (2.42) folgt schließlich

Rx(DΦ#
T (σ)) ≤Mε + η Rgσx(Dσ).

Es sei nun R(Dσ) ≤ R0. Dann müssen wir zeigen, daß auch R(DΦ#
T (σ)) ≤ R0 ist. Für

R0 ≥ (1− η)−1Mε ist dies aber erfüllt. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Damit ist Satz 1 für die Mannigfaltigkeit W cu
hom bewiesen.

Um nun die Existenz der eigentlichen Zentrumsmannigfaltigkeit W c
hom zu zeigen, können

wir in endlich-dimensionalen Räumen einfach die Zeit umkehren und die Graphentransfor-

mation wiederholen. Wir erhalten dann eine Fläche W cs
hom, die diejenigen Punkte enthält,

deren Vorwärtsiterierte alle in Es
ε liegen. Der Durchschnitt W cu

hom ∩ W cs
hom ist dann die

gesuchte Mannigfaltigkeit W c
hom. In unendlich-dimensionalen Räumen haben wir im all-

gemeinen nur einen Halbfluß und eine Zeitumkehr verbietet sich. Es ist jedoch möglich,

das “Vektorfeld” auf die bereits konstruierte, endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit W cu
hom

einzuschränken und dann auf W cu
hom den Rückwärtsfluß zu bilden. Dies realisieren wir wie

folgt. Zunächst können wir wegen Bemerkung 2.25 die Mannigfaltigkeit W cu
hom als Graph

σ̂∗ über der C∞-Mannigfaltigkeit D̂ε in das C∞-Bündel Ês
ε schreiben. Anschließend ziehen

wir den Halbfluß eingeschränkt auf W cu
hom auf D̂ε zurück. Dazu zerlegen wir jede Lösung

x(t) ∈ W cu
hom in die zwei Komponenten

u(t) := π̂cu(x(t)) ∈ D̂ε

σ̂∗(u(t)) ∈ Ês(u(t)).
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Aufgrund der Invarianz von W cu
hom folgt u(t) + σ̂∗(u(t)) = x(t). Außerdem ist u(t) eine

Lösung der Differentialgleichung

u̇ = Dπ̂cu(u+ σ̂(u))
(
− A(u+ σ̂(u)) + f(u+ σ̂(u))

)
.(2.43)

Umgekehrt löse û(t) die Differentialgleichung (2.43) auf D̂ε. Dann ist x̂(t) = û(t) + σ̂(û(t))

eine Lösung der ursprünglichen Differentialgleichung mit x̂(0) = û(0) + σ̂(û(0)) ∈ W cu
hom.

Wenn wir nämlich mit x(t) die Lösung aufW cu
hom mit x(0) = x̂(0) bezeichnen, so ist π̂cu(x(t))

eine Lösung von (2.43) mit gleichem Anfangswert wie x̂(t). Wegen der Eindeutigkeit der

Lösungen von (2.43) stimmen die beiden Kurven überein. Dabei beachten wir, daß nach

dem folgenden Lemma 2.31 das Vektorfeld auf D̂ε Lipschitzstetig ist.

Durch die Differentialgleichung (2.43) wird daher der Fluß auf W cu
hom vollständig charakte-

risiert. Die Regularität des Vektorfeldes ist dabei durch die Regularität von σ∗ gegeben.

Lemma 2.31 Es sei f ∈ Ck,β(X,Xα) mit k, β > 0. Dann ist das auf D̂ε induzierte

Vektorfeld in Ck,β̃ für jedes β̃ < β.

Beweis. Wieder beschränken wir uns o.B.d.A. auf den Fall k = 1. Wir müssen zeigen, daß

die Ableitung von

Dπ̂cu(u+ σ̂(u))
(
− A(u+ σ̂(u)) + f(u+ σ̂(u))

)
Hölderstetig ist. Direkt an diesem “Vektorfeld” ist das nicht leicht zu sehen. Deshalb be-

merken wir zunächst, daß der Halbfluß eingeschränkt auf Graph σ̂∗ invertierbar ist. Denn

dies ist natürlich äquivalent zur Existenz des Rechtsinversen gσ̂∗ und daher richtig. Daher

ist es ausreichend, die Hölderstetigkeit der Ableitung

Dx

(
Dπ̂cu(Φ(T, x))

d

dt
Φ(t, x)

∣∣∣
t=T

)
an der Stelle x = u+ σ̂∗(u) nachzuweisen. Denn durch Verkettung mit gσ̂∗ erhält man das

Vektorfeld an der Stelle x. Wir zeigen zuerst

ḊxΦ(t, x)
∣∣∣
t=T
∈ C β̃(Xα, X)(2.44)

für jedes β̃ < β. Aus [23, Lemma 3.5.1] folgt für t > 0

d

dt
Φt(x) = −Ae−At + e−At f(Φt x) +

∫ t

0

Ae−A(t−s)
(
f(Φt x)− f(Φs x)

)
ds.(2.45)

Wir behaupten nun, daß

DΦ̇t(x) = −Ae−At + e−AtDf(Φt x)DΦt(x)+∫ t
0
Ae−A(t−s)

(
Df(Φt x)DΦt(x)−Df(Φs x)DΦs(x)

)
ds
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gilt und DΦ̇T (·) : Xα → L(Xα, X) ∈ C β̃ ist. Dazu betrachten wir die Abschätzung∣∣∣f(Φt(x+ h))− f(Φt x)−Df(Φt x)DΦt(x)h+

Df(Φs x)DΦs(x)h+ f(Φs x)− f(Φs(x+ h))
∣∣∣

≤
∫ 1

0

∣∣∣Df(Φt(x+ τh))DΦt(x+ τh)−Df(Φs(x+ τh))DΦs(x+ τh) +

Df(Φs x)DΦs(x)−Df(Φt x)DΦt(x)
∣∣∣ dτ |h|α

≤ |t− s|η
1
n |h|1+β n−1

n
α .

Es gilt nämlich mit F (t, h) := Df(Φt(x+ τh))DΦt(x+ τh)

|F (t, h)− F (s, h) + F (s, 0)− F (t, 0)| ≤ C |t− s|η

|F (t, h)− F (t, 0) + F (s, 0)− F (s, h)| ≤ C |h|βα,

denn f ∈ C1,β, Φt ∈ C1,β und die Lösungen sind Cη für ein η > 0, vergleiche [23, Lemma

3.4.4]. Daher können wir den zu dem Integral in (2.45) gehörenden Differenzenquotienten

abschätzen und erhalten schließlich∫ t

0

∣∣∣Ae−A(t−s)
∣∣∣ ∣∣∣f(Φt(x+ h))− f(Φtx)−Df(Φt x)DΦt(x)h+

Df(Φs x)DΦs(x)h+ f(Φs x)− f(Φs(x+ h))
∣∣∣ ds

≤
∫ t

0

(t− s)−1 eα(t−s)
∫ 1

0

∣∣∣Df(Φt(x+ τh))DΦt(x+ τh)−

Df(Φs(x+ τh))DΦs(x+ τh) +Df(Φs x)DΦs(x)−Df(Φt x)DΦt(x)
∣∣∣ dτ |h|α ds

≤
∫ t

0

C (t− s)η
1
n
−1 eα(t−s) ds |h|1+β n−1

n
α

≤ C |h|1+β n−1
n

α ,

was die Behauptung (2.44) beweist. Wir können die Abbildungen Dπ̂cu(x) : Xα → Xα

für festes x zu Abbildungen von X nach X erweitern. Denn nach Lemma 1.2(v) können

wir die Projektionen der exponentiellen Dichotomien auf X fortsetzen. Weiterhin sind die

approximierenden Projektionen aus Bemerkung 2.3 auf X erweiterbar, wie leicht aus dem

Beweis folgt. Und nach Definition von π̂cu(·) kann auch diese Abbildung schließlich auf X

fortgesetzt werden. Daher ist die Abbildung Dπ̂cu(ΦT (x))DΦ̇T (x) : Xα → X wohldefiniert

und Hölderstetig mit Exponent β̃ < β. Nun ist das Bild dieser Abbildung im Tangenti-

alraum TΦT (x)D̂ε enthalten für jedes x ∈ Dε. Außerdem ist D̂ε ⊂ X mit der induzierten

Topologie eine zu D̂ε ⊂ Xα diffeomorphe Mannigfaltigkeit, denn die Identität ist eine in-

jektive Immersion und Dε ist kompakt. Wir können also [3, Satz 5.7] anwenden. Deshalb

ist Dπ̂cu(ΦT (x))DΦ̇T (x) verkettet mit der Inversen der Identität tatsächlich Hölderstetig

auf D̂ε als Teilmenge von Xα. �
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Eine andere Möglichkeit besteht darin, für f : Xα → X mehr Regularität zu verlan-

gen. Zum Beispiel zeigt man mit Hilfe von [23, Lemma 3.5.1] für f ∈ C2,β leicht, daß

DΦ̇T (·) : Xα → Xα ∈ C1,β ist und deshalb besitzt natürlich auch die Einschränkung auf

D̂ε diese Regularität.

Um die Existenz von W c
hom zu beweisen, können wir daher das auf D̂ε eingeschränkte

Vektorfeld mit (−1) multiplizieren und die Differentialgleichung (2.43) in negativer Zei-

trichtung betrachten. Dann wenden wir Satz 1 auf diesen Fluß an. Man sieht leicht, daß

die Voraussetzungen (H1) bis (H3) erfüllt sind. Darüberhinaus gilt der Satz ebenso auf end-

lichdimensionalen, eingebetteten Mannigfaltigkeiten. Deshalb existiert ein lokal invarianter

Graph σc∗ für (2.43). Der mit σcu∗ verkettete Graph (idcu + σcu∗ ) ◦ (idc + σc∗) repräsentiert

dann die lokal invariante Fläche W c
hom inXα.

Damit ist Satz 1 für nicht oszillierende homokline Orbits bewiesen.

Es bleibt zu zeigen, daß Satz 1 auch für oszillierende homokline Orbits, d.h. für komple-

xe Eigenwerte λ+ oder λ−, gilt. Dazu muß die obenstehende Beweismethode nur in den

Bereichen D±ε und Dl
ε modifiziert werden. In Df

ε kann man genauso wie oben vorgehen.

Bemerkung 2.32 Für die logarithmische Spirale gegeben durch die Lösung y(t) = e−(λ+iω)t

von ẋ = (λ+ iω)x mit x ∈ R2 für ω, λ > 0 und t ≥ 0 gilt:

(i) Es ist

y(r) = r ·
(
sin(ϕ(r)), cos(ϕ(r))

)
=: r e(r)

mit ϕ(r) = −ω
λ
ln r. Ferner gilt | d

dr
y(r)| ≤ 1 + ω

λ
.

(ii) Die logarithmische Spirale ist skalierbar, d.h. die Kurve geht nach Multiplikation mit

a := e−
2πλ
ω < 1 in sich über.

(iii) Die Abbildung

L : [ε, 1]× [−1−a
4
ε, 1−a

4
ε] −→ R

2

(r, u) 7−→ (r + u) e(r)

parametrisiert eine aε
4

-Umgebung des durch r ∈ [ε, 1] gegebenen Teils der Spirale im

R
2 gleichmäßig in 1 ≥ ε > 0. Es gilt |DL| ≤ 2 + ω

λ
.

(iv) Die Abbildung L ist auf ihrem Bild imL invertierbar und für x ∈ imL gilt |D(L−1)| ≤
C(λ, ω) gleichmäßig in ε.

(v) Für alle (ri, ui) ∈ [ε, 1]× [−1−a
4
ε, 1−a

4
ε] mit i = 0, 1 gilt

|L(r0, u0)− L(r1, u1)| ≥ m0 |(r0, u0)− (r1, u1)|

mit einer von ε unabhängigen Konstanten m0 > 0.
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Beweis. Die Behauptung (i) ist klar. Für den zweiten Teil betrachte rn = an r0. Dann ist

ϕ(rn) = 2πn + ϕ(r0) und insbesondere e(rn) = e(r0). Deshalb folgt y(rn) = an y(r0) für

alle n und daher Teil (ii). Behauptung (iii) folgt leicht aus (ii), denn der Abstand zwischen

y(r) und y(a r) ist durch (1−a) r gegeben. Für r = ε ist daher der Abstand gleich (1−a) ε.

Andererseits ist |u| ≤ 1−a
4
ε und deshalb ist L injektiv. Die gleiche Beschränkung von u

zeigt die gleichmäßige Schranke für |DL|. Es bleibt (iv) zu zeigen. Dazu invertiert man DL

explizit (DL ist in L(R2)) und schätzt die Norm ab. Die Beschränkung von u liefert dann

wieder das Ergebnis. Zuletzt zeigen wir (v). Es sei r1 ≥ r0. Zunächst ist

L(r1, u1)− L(r0, u0) = (r1 + u1 − r0 − u0) e(r1) + (r0 + u0) (e(r1)− e(r0)).

Wir betrachten erst den Fall r1 − r0 >
1−a

2
ε. Wegen |u0 − u1| ≤ 1−a

2
ε gilt dann r1 + u1 −

r0 − u0 > 0 und wir folgern

|L(r1, u1)− L(r0, u0)| = |(r1 + u1) e(r1)− (r0 − u0) e(r0)| ≥ |r1 − r0|.

Wegen |r1 − r0| ≥ |u1 − u0| folgt dann

|L(r1, u1)− L(r0, u0)| ≥ 1

2
(|r1 − r0|+ |u1 − u0|).

Zuletzt untersuchen wir den Fall r1 − r0 ≤ 1−a
2
ε. Dann gilt für die Winkeldifferenz

|ϕ(r1)− ϕ(r0)| ≤ C0 r
−1
0 |r1 − r0|.

Daher können wir die Länge des durch r ∈ [r0, r1] gegebenen Teils der Spirale durch

C0 |r1 − r0| r−1
0 r0 = C0 |r1 − r0| ≤ C0 ε

abschätzen. Der Durchmesser des Bereichs, in dem wir abschätzen, ist proportional zu ε

für alle r0 und r1. Deshalb können wir dort (iv) anwenden und die Behauptung folgt. �

Wir wollen Bemerkung 2.32 auf den in den Eigenraum projizierten homoklinen Orbit q(t)

anwenden. Zunächst folgt aus Bemerkung 1.6, daß wir den homoklinen Orbit in der Form

ỹ(r) = r e(r) + h(r) parametrisieren können. Hier gilt für die Störung h(r) = O(r1+β) und

Drh(r) = O(rβ) bis in r = 0. Wir definieren

L̃ : [ε, r0]× [−1−a
4
ε, 1−a

4
ε] −→ R

2

(r, u) 7−→ (r + u) e(r) + uh(r).

Bemerkung 2.33 Für r0 groß genug und ε hinreichend klein besitzt L̃ selbst die folgenden

Eigenschaften. L̃ ist injektiv und daher invertierbar auf im L̃ mit |DL̃|, |D(L̃−1)| ≤ C0 mit

einer von ε unabhängigen Konstanten. Außerdem parametrisiert L̃ eine aε
4

-Umgebung des

homoklinen Astes {q(t) / T0 ≤ t ≤ T (ε)}.
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Beweis. Die Behauptungen folgen aus Bemerkung 2.32 und den Eigenschaften von h. �

Wir können daher wieder nichtlineare Projektionen π und π̂cu in der Nähe des stationären

Punktes definieren, wobei die Ableitungen dieser Abbildungen gleichmäßig beschränkt in ε

sind. Ferner können wir die Differentialgleichung wie in (2.11) modifizieren, um das Über-

fließen im Bereich D±ε zu garantieren. Wir sehen dann, daß sich Lemma 2.15 auf den

komplexen Fall übertragen läßt, denn Dπ̂cu ist wieder bis auf kleine Terme die (in Ecu
0

orthogonale) Projektion auf den Tangentialvektor des homoklinen Orbits. Weiterhin sind

alle beteiligten Konstanten wieder apriori bekannt, vergleiche Bemerkung 2.32.

Die Einzelheiten führen wir hier nicht weiter aus. Satz 1 ist damit (bis auf diese Details)

auch für komplexe Eigenwerte bewiesen. �

Wir beweisen zuletzt noch Satz 2.

Beweis. (Satz 2)

Wir betrachten statt (2.4) die folgende Gleichung{
ẋ = −Ax+ f(x, µ)

µ̇ = 0.
(2.46)

Falls λ± 6= 0 sind, können wir einfach Satz 1 anwenden und erhalten Satz 2. Tatsächlich

ist der Beweis von Satz 1 selbst im Fall von λ+ oder λ− gleich 0 noch korrekt. Denn da die

zweite Gleichung in (2.46) von der ersten entkoppelt, ist das Überfließen auch für µ 6= µ0

gesichert, da wir nur die erste Gleichung (2.46a) modifizieren. Für |µ − µ0| klein genug

erhalten wir wieder eine hyperbolische Struktur und die Graphentransformation kann wie

oben durchgeführt werden. Damit ist Satz 2 bewiesen. �

2.4 Diskussion

Das hier dargestellte Ergebnis über die Existenz von Zentrumsmannigfaltigkeiten entlang

homokliner Orbits ist nicht das erste Resultat in dieser Richtung. Von Brunovský [4] und

Homburg [25] wurden ähnliche Sätze bewiesen. Sie unterscheiden sich dadurch von dem

hier bewiesenen Resultat, daß dort nur der Fall einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit

behandelt wurde. Darüberhinaus wurde das Gleichgewicht als hyperbolisch vorausgesetzt.

In [25] wurde außerdem angenommen, daß die beiden führenden reellen Eigenwerte λ± der

Linearisierung im stationären Punkt die Ungleichung |λ+| 6= λ− erfüllen. Beide Autoren

beschränken sich auf endlich-dimensionale Systeme.
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Die Annahme (H3) in Satz 1 sieht sehr künstlich aus. Tatsächlich brauchten wir diese

Voraussetzung, um in der Nähe des stationären Punktes die C1-Norm des abgeschnittenen

Vektorfelds über eine Skalierung kontrollieren zu können. Denn insbesondere konnten wir

die Abschneidefunktionen χsε und χcuε ja durch χiε(x) := χi(x
ε
) für i = s, cu definieren.

Das entscheidende Hilfsmittel, daß zu dieser Skalierbarkeit führte, war eine eindimensiona-

le Version von Lemma 1.5. Mit dem allgemeinen Resultat 1.5 sollte die Skalierbarkeit des

Abschneidemechanismus auch für höherdimensionale Eigenräume zu erreichen sein.

Falls dagegen der homokline Orbit gegen einen höherdimensionalen, echten Zentrumsei-

genraum des Gleichgewichts konvergiert, bricht das obenstehende Argument zusammen.

Für Nichtlinearitäten in C2,ρ existiert aber ein Koordinatenwechsel, so daß der echte Zen-

trumseigenraum lokal invariant ist und einen Ast des homoklinen Orbits enthält. Der ent-

stehende Halbfluß ist immer noch C1,ρ. Tatsächlich kann mit den gleichen Methoden wie

im Beweis von Satz 1 zeigen, daß unter den hier betrachteten Annahmen stets eine loka-

le Zentrumsmannigfaltigkeit existiert, die einen Punkt des homoklinen Orbits enthält. In

dieser Situation kommt man dann vielleicht ohne die Skalierbarkeit aus.

In Abschnitt 2.2 haben wir unsere Ergebnisse über die Existenz von Zentrumsmannigfaltig-

keiten nur für homokline Orbits formuliert. Aber man sieht leicht, daß sich Satz 1 auch für

heterokline Zyklen beweisen läßt. Dazu müssen nur die Voraussetzungen an die exponen-

tiellen Dichotomien, insbesondere Annahme (H2), entsprechend geändert werden. Ebenso

läßt sich der Satz leicht in einem äquivarianten oder reversiblen Kontext formulieren und

beweisen, denn unter den entsprechenden Voraussetzungen können die Abschneidefunktio-

nen äquivariant gewählt werden. Dies wird an dieser Stelle nicht weiter ausgeführt.
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3. Der analytische Zugang: Lins Methode

3.1 Einführung

In diesem Abschnitt werden wir die von Lin [29] entwickelte Methode so modifizieren,

daß sie auch auf Zwei-Parameter Probleme angewendet werden kann. Mit Hilfe dieses Zu-

gangs können verzweigende periodische und homokline Lösungen gleichermaßen behandelt

werden. Dies ist ein Vorteil gegenüber anderen bekannten Methoden. Anwendungen auf

Verzweigungen mit Kodimension eins finden sich in [29] und [41].

Wir wollen im folgenden den Zugang kurz skizzieren. Betrachte die gewöhnliche Differen-

tialgleichung

ẋ+ Ax = f(x, µ), (x, µ) ∈ Rn × R(3.1)

mit einem zunächst eindimensionalen Parameter µ. Wir nehmen an, daß (3.1) für µ = µ0

einen homoklinen Orbit q(·) an das hyperbolische Gleichgewicht p0 besitzt. Im folgenden

werden uns nur diejenigen Lösungen von (3.1) interessieren, die zumindest für kompakte

Zeitintervalle in der Nähe des Orbits γ(q0) bleiben. Wir wählen einen zu γ(q0) transversalen

Schnitt Σ bei q0 und wollen nun periodische Orbits finden, die sich bezüglich einer kleinen

tubularen Umgebung von γ(q0) einmal um den Orbit γ(q0) herumwinden. Dann kann man

folgendes zeigen, vergleiche [29].

Zu jedem ω ≥ Ω groß genug und µ nahe bei µ0 existiert eine eindeutige Lösung x(ω,µ)(·)
von (3.1) auf dem Intervall [−ω, ω] mit den folgenden Eigenschaften :

• x(ω,µ)(−ω), x(ω,µ)(ω) ∈ Σ

• x(ω,µ)(0) ist nahe bei p0

•
(
x(ω,µ)(−ω)− x(ω,µ)(ω)

)
∈ Z.

Dabei ist Z der von den beschränkten Lösungen der adjungierten Variationsgleichung von

q(t) aufgespannte Vektorraum, beziehungsweise dessen Projektion auf Σ. Im allgemeinen

wird nun dimZ = 1 sein. Dann haben wir das Problem auf eine einzige Gleichung in den

Variablen (ω, µ) reduziert, wobei ω die halbe Rückkehrzeit ist. Jeder Lösung (ω∗, µ∗) dieser

eindimensionalen reduzierten Gleichung entspricht ein periodischer Orbit für µ = µ∗ mit

Periode 2ω∗. Ein ähnliches Resultat gilt auch für Orbits, die sich N -mal um γ(q0) herum-

winden.

Die Beweisidee besteht darin, eine Lösung x(·) von (3.1) durch die nichtlineare Variations-

gleichung entlang q(t) darzustellen. Wir definieren also x(t) = q(t) + v(t). Dann besteht

v(t) aus den Teilstücken v(t), definiert für t ≥ 0, und v̂(t), definiert für t ≤ 0, vergleiche

Abbildung 11.
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Abbildung 11: Lins Methode

Jede dieser Kurven löst die Differentialgleichung

v̇ − Av = Df(q(t)) v + g(t, v, µ),(3.2)

wobei g(t, v) = f(q(t) + v, µ) − f(q(t), µ0) − Df(q(t), µ0) v klein ist. Wir können daher

zunächst beliebige Lösungen v(t) und v̂(t) von (3.2) für t ∈ [0, ω] beziehungsweise t ∈
[−ω, 0] betrachten. Diese Lösungen müssen dann gewissen Bedingungen genügen. Zum

einen muß die Randbedingung v(0) = v̂(0) gelten. Außerdem muß die Sprungbedingung

v̂(−ω)− v(ω) ∈ Z erfüllt sein. Auf diese Art und Weise erhalten wir schließlich ein System

von Integralgleichungen und zusätzlichen Randbedingungen, welches eindeutige Lösungen

(v, v̂) besitzt. Die Trajektorie x(ω,µ)(t) erhalten wir nun, indem wir diese Teilstücke durch

x(ω,µ)(ω − t) = q(t) + v(t)

für t ∈ [0, ω] und analog für t ≤ 0 zusammen setzen.

Die Verzweigungsgleichungen sind durch die Sprünge v̂(−ω)−v(ω) in Z-Richtung gegeben.

Sie setzen sich aus zwei Größen zusammen. Der eine Beitrag ist durch das Auseinanderbre-

chen der homoklinen Verbindung gegeben. Generisch wird der Abstand der Schnittflächen

von stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit in p0 mit Σ ungleich 0 werden, sobald µ 6= µ0

ist. Der andere Beitrag zu den Verzweigungsgleichungen stammt von ω. Denn für ω < ∞
werden zusätzliche Beiträge in den reduzierten Gleichungen zu erwarten sein. Tatsächlich

sollten sich diese beiden Beiträge auf verschiedene Art in den reduzierten Gleichungen

niederschlagen. Der erste Beitrag sollte im wesentlichen nur von µ abhängen, der zwei-

te dagegen nur von ω. In den Verzweigungsgleichungen, wie sie von Lin [29] angegeben

wurden, ist diese Zerlegung nicht sichtbar. Dadurch bedingt wird das Lösen dieser Glei-

chungen unmöglich, sobald wir Orbits betrachten, die Σ mehrfach treffen. Außerdem ent-

stehen zusätzliche Schwierigkeiten bei Problemen mit zweidimensionalen Parametern, da
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Abbildung 12: Die Lösungen q(·) + u(µ, ·) und q(·) + û(µ, ·)

die führenden Terme nicht mehr bestimmt werden können.

Der Ausweg besteht in einer anderen Koordinatenwahl. Zuerst wenden wir Lins Methode

auf Gleichung (3.1) mit ω = ∞ an. Wir erhalten Lösungen q(t) + u(µ, t) für t ≥ 0 be-

ziehungsweise q(t) + û(µ, t) für t ≤ 0, die in den invarianten Mannigfaltigkeiten von p0

liegen:

q(0) + u(µ, 0) ∈ W s(µ, p0) und q(0) + û(µ, 0) ∈ W u(µ, p0).

Außerdem ist die Differenz û(µ, 0)− u(µ, 0) ∈ Z wieder in Z, vergleiche Abbildung 12.

Statt nun die Lösungen x(t) von (3.1) wie oben in Gleichung (3.2) als Störungen von q(t)

zu behandeln, definieren wir neue, parameterabhängige Koordinaten relativ zu q(·)+u(µ, ·)
und q(·) + û(µ, ·) durch

x(t) =

{
q(t) + u(µ, t) + v(t) für t ≥ 0

q(t) + û(µ, t) + v̂(t) für t ≤ 0.

Wir werden sehen, daß wir die grundlegende Theorie in [29] trotz dieser zusätzlichen Para-

meterabhängigkeiten verwenden können. Entscheidend ist nun, daß durch diese Koordina-

tenwahl die oben beschriebenen Beiträge zu den reduzierten Gleichungen getrennt werden.

Denn der Sprung der Lösung x(ω,µ)(·) in Z setzt sich nun aus zwei Beiträgen zusammen.

x(ω,µ)(−ω)− x(ω,µ)(ω) = q(0) + û(µ, 0) + v̂(ω,µ)(0)− q(0)− u(µ, 0)− v(ω,µ)(0)

=
(
û(µ, 0)− u(µ, 0)

)
+
(
v̂(ω,µ)(0)− v(ω,µ)(0)

)
.

Die erste Differenz ist unabhängig von ω und beschreibt den Abstand der stabilen und in-

stabilen Mannigfaltigkeiten von p0. Dagegen ist der Beitrag der zweiten Differenz v̂(ω,µ)(0)−
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v(ω,µ)(0) zu den reduzierten Gleichungen nicht so einfach zu handhaben. Wir werden dazu

die führenden Terme in dieser Differenz identifizieren und Abschätzungen des Restterms

und seiner Ableitungen bereit stellen. Dies setzt die Wahl geeigneter Koordinaten und die

Benutzung gewichteter Normen voraus.

3.2 Vorbereitungen

Betrachte die Differentialgleichung

ẋ+ Ax = f(x, µ) (x, µ) ∈ Rn ×M.(3.3)

Hier sei M sei eine offene Umgebung von µ0 im R
p (oder in einem Banachraum). Ferner sei

f ∈ Ck+4(Rn ×M,Rn) mit k ≥ 2. Wir werden stets die folgende Annahmen voraussetzen.

(H1) Für µ ∈ M besitze (3.3) N hyperbolische Gleichgewichte pi, die o.B.d.A. nicht

von µ abhängen. Ferner existieren für µ = µ0 heterokline Orbits qi(t), die diese

Gleichgewichte zyklisch verbinden

limt→−∞ qi(t) = pi

limt→∞ qi(t) = pi+1

}
i mod N.

Wir werden in diesem Kapitel die folgende Konvention benutzen. Die mit ˆ versehenen

Operatoren oder Lösungen sind für t ≤ 0, die ohne ˆ dagegen für t ≥ 0 definiert. In diesem

Abschnitt 3.2 wird der Index i stets die Menge {1, ..., N} modulo N durchlaufen.

Definition. Wir bezeichnen mit Ai := A − Df(pi, µ0) und Ai(t) := A − Df(qi(t), µ0)

die Linearisierungen in den Gleichgewichten pi, beziehungsweise entlang der heteroklinen

Lösungen für µ = µ0. Das Spektrum der Linearisierungen Ai besitzt wegen (H1) eine

Spektralzerlegung σ(−Ai) = σsi ∪ σui mit

σsi = {λ ∈ σ(−Ai) /Reλ < −αsi}
σui = {λ ∈ σ(−Ai) /Reλ > αui }

für geeignete αsi , α
u
i > 0. Die Spektralprojektionen werden mit P s

i und P u
i bezeichnet. Es

sei αi := min(αsi , α
u
i ).

Aus Lemma 1.1 folgt dann, daß die Variationsgleichungen

v̇ + Ai(t)v = 0
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exponentielle Dichotomien P̂ u
i (t) und P s

i+1(t) für t ≤ 0 beziehungsweise t ≥ 0 besitzen. Die

zugehörigen Halbgruppen Ti(t, s) erfüllen dann für ein kleines γ > 0 die Ungleichungen

|Ti(t, s)P s
i+1(s)| ≤ Ke−(αsi+1+2γ)(t−s) 0 ≤ s ≤ t

|Ti(s, t)P u
i+1(t)| ≤ Ke−(αui+1+2γ)(t−s) 0 ≤ s ≤ t

|Ti(s, t)P̂ u
i (t)| ≤ Ke−(αui +2γ)(t−s) s ≤ t ≤ 0

|Ti(t, s)P̂ s
i (s)| ≤ Ke−(αsi+2γ)(t−s) s ≤ t ≤ 0.

(3.4)

Dabei sei P u
i (t) := 1−P s

i (t) und ebenso P̂ s
i (t) := 1− P̂ u

i (t). Die nächste Annahme betrifft

die Projektionen.

(H2) Es sei RP̂ u
i (0) ∩ RP s

i+1(0) = span q̇(0).

Diese Annahme über den Schnitt der stabilen und instabilen Räume bei t = 0 ist generisch.

Wir betrachten nun die zu Ti(t, s) adjungierten Halbgruppen T ∗i (s, t), definiert durch

〈ψ, Ti(t, s)v〉 = 〈T ∗i (s, t)ψ, v〉(3.5)

Dabei sei 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt im R
n. Die adjungierten Halbgruppen lösen in der Varia-

blen s die Gleichungen

ψ̇ = A∗(s)ψ

und besitzen exponentielle Dichotomien, die durch die adjungierten Projektionen P̂ u
i (t)∗

und P s
i+1(t)∗ gegeben sind. Insbesondere gilt{

|T ∗i (t, s)P u
i+1(s)∗| ≤ Ke−(αui+1+2γ)(t−s) 0 ≤ s ≤ t

|T ∗i (s, t)P̂ s
i (t)∗| ≤ Ke−(αsi+2γ)(t−s) s ≤ t ≤ 0.

(3.6)

Dies folgt leicht aus (3.4) und (3.5).

Definition. Wir definieren

Zi := RP̂ s
i (0)∗ ∩ RP u

i+1(0)∗

und bezeichnen mit Ψi(t) = T ∗i (t, 0)|Zi die auf Zi eingeschränkte adjungierte Halbgruppe.

Dann gilt

|Ψi(t)| ≤

{
Ke−(αui+1+2γ)t t ≥ 0

Ke−(αsi+2γ)t t ≤ 0.
(3.7)

Der Raum Zi besteht also aus denjenigen Anfangswerten, für die die zugehörigen Lösungen

der adjungierten Gleichung beschränkt in t ∈ R sind.

Definition. Weiterhin wählen wir jetzt Komplemente Y u
i und Y s

i von span q̇i(0) in RP̂ u
i (0)

beziehungsweise in RP s
i+1(0). Wir definieren Yi := Y u

i ⊕ Y s
i . Dann gilt wegen (H2)

Ỹi := span q̇i(0)⊕ Yi = RP̂ u
i (0) + RP s

i+1(0).
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Ferner ist Zi = Ann Ỹi der Annihilator von Ỹi, d.h

〈ψ, ỹ〉 = 0 ∀ψ ∈ Zi ⇐⇒ ỹ ∈ Ỹi.

Wir wählen nun linear unabhängige Vektoren ψi,j ∈ Zi für j = 1, ..., dimZi. Ferner sei

Σi := qi(0) + (Zi ⊕ Yi) eine zu γ(qi) transversale Hyperebene.

Wir führen nun die später benötigten gewichteten Normen ein. Dazu definieren wir für

η ≥ 0

Vη := {v ∈ C0([0,∞),Rn) / supt≥0 e
ηt |v(t)| =: ‖v‖η <∞}

V̂η := {v ∈ C0((−∞, 0],Rn) / supt≤0 e
−ηt |v(t)| =: ‖v‖η <∞}.

Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir damit, die Existenz spezieller Lösungen in der

stabilen beziehungsweise instabilen Mannigfaltigkeit zu zeigen. Wir betrachten Lösungen

x(t) von (3.3) in der Nähe eines der heteroklinen Orbits qi(t) und machen daher den

Störungsansatz

x(t) = qi(t) + u(t).

Dann löst x(t) die Gleichung (3.3) dann und nur dann, wenn u(t) die Differentialgleichung

u̇+ Ai(t)u = gi(t, u, µ), u0 ∈ Rn(3.8)

löst mit

gi(t, u, µ) := f(qi(t) + u, µ)− f(qi(t), 0)−Df(qi(t), 0)u.

Wir werden zunächst einige Eigenschaften des durch gi auf Vαsi+1
beziehungsweise V̂αui

definierten Nemitskii-Operators zeigen.

Lemma 3.1 Es sei g(t, v, µ) := f(q(t)+v, µ)−f(q(t), 0)−Df(q(t), 0) v mit q(·) ∈ Vη und

f ∈ C l+1(Rn ×M,Rn) für l ≥ 1 mit f(0, µ) = Df(0, 0) = 0. Dann ist G : Vη ×M → Vη ∈
C l, wobei G(v, µ)(t) := g(t, v, µ) sei.

Beweis. Wir werden im folgenden alle Konstanten, die apriori durch f gegeben sind,

gleich eins setzen. Außerdem bezeichne ‖ · ‖ im weiteren die Norm ‖ · ‖η auf Vη. Zunächst

ist |g(t, v, µ)| ≤ |v(t)|2 + |µ|(|q(t)|+ |v(t)|). Deshalb bildet G den Raum Vη in sich ab. Wir

zeigen nun die Differenzierbarkeit von G.

‖G(v + ṽ, µ)−G(v, µ)−DvG(v, µ)ṽ‖ ‖ṽ‖−1

≤ sup
t≥0

eηt
∣∣∣g(t, v(t) + ṽ(t), µ)− g(t, v(t), µ)−Dvg(t, v(t), µ) ṽ(t)

∣∣∣ ‖ṽ‖−1

≤ sup
t≥0

sup
s∈[0,1]

∣∣∣Dvg(t, v(t) + s ṽ(t), µ)−Dvg(t, v(t), µ)
∣∣∣→ 0

für ‖ṽ‖ → 0. Damit ist G stetig nach v differenzierbar mit

‖DvG‖ = ‖Dvg(·, v(·), µ)‖ ≤ C(‖v‖+ |µ|).(3.9)
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Anschließend zeigen wir die Differenzierbarkeit bezüglich µ.

‖G(v, µ+ µ̃)−G(v, µ)−Dµ(v, µ)µ̃‖ |µ̃|−1

≤ sup
t≥0

eηt |µ̃|−1
∣∣∣g(t, v(t), µ+ µ̃)− g(t, v(t), µ)−Dµg(t, v(t), µ) µ̃

∣∣∣
≤ sup

t≥0
eηt sup

s∈[0,1]

∣∣∣Dµg(t, v(t), µ+ sµ̃)−Dµg(t, v(t), µ)
∣∣∣

≤ sup
t≥0

eηt sup
s∈[0,1]

∣∣∣Dµf(q(t) + v(t), µ+ sµ̃)−Dµf(q(t) + v(t), µ)
∣∣∣

≤ sup
t≥T

sup
s∈[0,1]

∫ 1

0

∣∣∣DxDµf
(

(q(t) + v(t))τ, µ+ sµ̃
)
−DxDµf

(
(q(t) + v(t))τ, µ

)∣∣∣ dτ +

sup
t∈[0,T ]

sup
s∈[0,1]

eηT
∣∣∣Dµf(q(t) + v(t), µ+ sµ̃)−Dµf(q(t) + v(t), µ)

∣∣∣
→ 0

für µ̃ → 0. Dabei entsteht der erste Term aufgrund der Ungleichung |Dµf(x, µ)| ≤ C |x|
für kleine |x|. Die Konvergenz gegen Null folgt nun aus der Stetigkeit von DxDµf . Die

Existenz der höheren Ableitungen zeigt man analog. Wir verlieren hier eine Differenzier-

barkeitsordnung bei den Ableitungen nach µ. �

Wir wollen nun die in der Einleitung erwähnten Lösungen qi(t) + ui(µ, t) konstruieren.

Dazu betrachten wir zunächst ein linearisiertes Problem. Mit einem Fixpunktargument

wird dann das volle nichtlineare Problem gelöst.

Lemma 3.2 Zu gegebenen (g, ĝ) ∈ Vαsi+1+γ × V̂αui +γ existieren eindeutig bestimmte Lösun-

gen (u, û) = L1
i (g, ĝ) ∈ Vαsi+1+γ × V̂αui +γ der Differentialgleichungen

d
dt
u+ Ai(t)u = g(t) für t ≥ 0

d
dt
û+ Ai(t)û = ĝ(t) für t ≤ 0,

die die Sprungbedingung

(S)

{
u(0), û(0) ∈ Zi ⊕ Yi
û(0)− u(0) ∈ Zi

erfüllen. Dabei ist L1
i linear in (g, ĝ). Der Sprung in ψi,j-Richtung ist gegeben durch

ξi,j(g, ĝ) = 〈ψi,j, û(0)− u(0)〉 =

∫ 0

−∞
〈ψi,j(s), ĝ(s)〉 ds+

∫ ∞
0

〈ψi,j(s), g(s)〉 ds.

Beweis. Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung mit (u, û) in den normierten

Räumen ist gegeben durch
û(t) = Ti(t, 0) bu +

∫ t
0
Ti(t, s) P̂

u
i (s) ĝ(s)ds+∫ t

−∞ Ti(t, s) P̂
s
i (s) ĝ(s)ds für t ≤ 0

u(t) = Ti(t, 0) bs +
∫ t

0
Ti(t, s)P

s
i+1(s) g(s)ds+∫ t

∞ Ti(t, s)P
u
i+1(s) g(s)ds für t ≥ 0.

(3.10)
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Dabei sind bu ∈ RP̂ u
i (0) und bs ∈ RP s

i+1(0) beliebig wählbar, vergleiche Lemma 1.1. Dann

ist insbesondere

û(0) = bu +

∫ 0

−∞
Ti(0, s) P̂

s
i (s) ĝ(s)ds =: bu + Js

u(0) = bs +

∫ 0

∞
Ti(0, s)P

u
i+1(s) g(s)ds =: bs + Ju.

Wir zerlegen

bs = ζs q̇(0) + ys, bu = ζu q̇(0) + yu

mit ζs, ζu ∈ R, ys ∈ Y s
i und yu ∈ Y u

i . Die Sprungbedingung (S) ist dann äquivalent zu der

Gleichung

ζu = −P (span q̇(0), Zi ⊕ Yi) Js

ζs = −P (span q̇(0), Zi ⊕ Yi) Ju

yu − ys = P (Yi, span q̇(0)⊕ Zi) (Js − Ju),
wobei P (X,Y ) die Projektion auf X mit Kern Y bezeichne. Diese Gleichungen sind nun

eindeutig lösbar mit (bs, bu) = B1
i (J

u, Js). Dabei ist B1
i linear und stetig in (Ju, Js). Die

Integrale wiederum sind linear in (g, ĝ). Wir zeigen noch die Stetigkeit von (Ju, Js) in

(g, ĝ).

|Ju|+ |Js|

≤
∣∣∣ ∫ 0

∞
Ti(0, s)P

u
i+1(s) g(s) ds

∣∣∣+
∣∣∣ ∫ 0

−∞
Ti(0, s) P̂

s
i (s) ĝ(s) ds

∣∣∣
≤

∫ 0

∞
Ke−(αui+1+2γ)s e−(αsi+1+γ)s ‖g‖αsi+1+γ ds+∫ 0

−∞
Ke(αsi+2γ)s e(αui +γ)s ‖ĝ‖αui +γ ds

≤ KC(‖g‖αsi+1+γ + ‖ĝ‖αui +γ).

Wir definieren nun (u, û) durch Gleichung (3.10), wobei wir dort B1
i (J

u, Js) für das Paar

(bs, bu) einsetzen. Wir zeigen noch, daß (u, û) = L1
i (g, ĝ) stetig in (g, ĝ) ist.

|û(t)| ≤ |Ti(t, 0) P̂ u
i (0) bu|+

∫ t

0

|Ti(t, s) P̂ u
i (s)| |ĝ(s)| ds+∫ t

−∞
|Ti(t, s) P̂ s

i (s)| |ĝ(s)| ds

≤ Ke(αui +2γ)t |bu|α +

∫ t

0

Ke−(αui +2γ)(s−t) e(αui +γ)s ‖ĝ‖ ds+∫ t

−∞
Ke−(αsi+2γ)(t−s) e(αui +γ)s ‖ĝ‖ ds

≤
(
K2Ce(αui +2γ)t +

∫ t

0

Ke−γ(s−t)e(αui +γ)t ds+∫ t

−∞
Ke−(αsi+2γ)t e(αui +αsi+3γ)s ds

) (
‖g‖αsi+1+γ + ‖ĝ‖αui +γ

)
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≤ Ce(αui +γ)t
(
‖g‖αsi+1+γ + ‖ĝ‖αui +γ

)
|u(t)| ≤ |Ti(t, 0)P s

i+1(0)bs|+
∫ t

0

|Ti(t, s)P s
i+1(s)| |g(s)| ds+∫ t

∞
|Ti(t, s)P u

i+1(s)| |g(s)| ds

≤ Ke−(αsi+1+2γ)t |bs|+
∫ t

0

Ke−(αsi+1+2γ)(t−s) e−(αsi+1+γ)s ‖g‖ ds+∫ t

∞
Ke−(αui+1+2γ)(s−t) e−(αsi+1+γ)s ‖g‖ ds

≤
(
K2Ce−(αsi+1+2γ)t +

∫ t

0

Ke−γ(t−s) e−(αsi+1+γ)t ds+∫ t

∞
Ke−(αui+1+2γ)t e−(αsi+1+αui+1+3γ)s ds

)(
‖g‖αsi+1+γ + ‖ĝ‖αui +γ

)
≤ Ce−(αsi+1+γ)t

(
‖g‖αsi+1+γ + ‖ĝ‖αui +γ

)
.

Wir müssen noch die Behauptung über den Sprung zeigen. Dazu beachten wir, daß nach

der Wahl von (bs, bu) die Differenz û(0)− u(0) ∈ Zi ist. Daher ist

〈ψi,j, û(0)− u(0)〉 =
〈
ψi,j,

∫ 0

−∞ Ti(0, s) P̂
s
i (s) ĝ(s) ds+

∫∞
0
Ti(0, s)P

u
i+1(s) g(s) ds

〉
=

∫ 0

−∞〈ψi,j(s), ĝ(s)〉 ds+
∫∞

0
〈ψi,j(s), g(s)〉 ds

der Sprung in ψi,j-Richtung, denn nach Definition spannen die Vektoren ψi,j den Unter-

raum Ann
(

RP̂ u
i (0) + RP s

i+1(0)
)

auf. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Wir wenden uns nun dem nichtlinearen Problem zu.

Lemma 3.3 Es existieren eindeutig bestimmte Lösungen ui(µ) : M → Vαsi+1+γ ∈ Ck+3,

beziehungsweise ûi(µ) : M → V̂αui +γ ∈ Ck+3 von Gleichung (3.8) mit den Eigenschaften

(S) Sprungbedingung

{
ui(0), ûi(0) ∈ Zi ⊕ Yi
ξ∞i (µ) = ûi(0)− ui(0) ∈ Zi.

Die Komponenten des Sprungs ξ∞i ∈ Ck+3 sind durch

ξ∞i,j(µ) =

∫ 0

−∞
〈ψi,j(t), g(t, ui(µ, t), µ)〉 dt+

∫ ∞
0

〈ψi,j(t), g(t, ûi(µ, t), µ)〉 dt

gegeben. Ferner ist ξ∞i (µ0) = 0 und die Ableitung bei µ = µ0 ist das Melnikovintegral

d

dµ
ξ∞i,j(µ0) =

∫ ∞
−∞
〈ψi,j(t), Dµf(qi(t), µ0)〉 dt.

Beweis. Wir müssen das Fixpunktproblem

(u, û) = L1
i (Gi(u, µ), Ĝi(û, µ))(3.11)
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in Vαsi+1+γ× V̂αui +γ lösen. Aus Lemma 3.1 folgt zunächst, daß die rechte Seite von (3.11) eine

Ck+3-Abbildung von Vαsi+1+γ × V̂αui +γ in sich definiert. Außerdem ist µ = µ0 und (u, û) = 0

eine Lösung von (3.11). Die Ableitung der rechten Seite von (3.11) nach (u, û) ist gegeben

durch L1
i ◦ (DGi(u, µ), DĜi(û, µ)), wobei die Norm wegen (3.9) durch

‖L1
i ◦ (DGi(u, µ), DĜi(û, µ))‖ ≤ C(|µ− µ0|+ ‖u‖+ ‖û‖)

abgeschätzt werden kann für µ ∈M und ‖u‖, ‖û‖ klein. Nach [8, Thm. 2.2.3] existiert dann

ein eindeutiger Fixpunkt (ui(µ), ûi(µ)) ∈ Ck+3 von Gleichung (3.11). Die Aussage über die

Ableitung des Sprungs bei µ = µ0 folgt aus der Integraldarstellung von ξi,j in Lemma 3.2. �

Bemerkung 3.4 Tatsächlich sind ui(µ) und ûi(µ) in Ck+4 in Funktionenräumen mit nicht

gewichteten Normen, vergleiche [41, Lemma 10].

Die in Lemma 3.3 gefundenen Lösungen erfüllen natürlich qi(t) + ui(t) ∈ W s(µ, pi+1) für

t ≥ 0 und qi(t) + ûi(t) ∈ W u(µ, pi) für t ≤ 0. Im weiteren werden wir diese Lösungen als

“Koordinatensystem” zugrunde legen. Wir zerlegen Lösungen von ẋ + Ax = f(x, µ), die

nahe bei qi(t) verlaufen, in{
x(t) = qi(t) + ui(µ, t) + vi(t) für t ≥ 0

x(t) = qi(t) + ûi(µ, t) + v̂i(t) für t ≤ 0.
(3.12)

Dann erfüllen die Funktionen vi(t) und v̂i(t) die Differentialgleichung

v̇ + Ai(µ, t)v = gi(t, v, µ)(3.13)

mit

Ai(µ, t) :=

{
A−Dxf(qi(t) + ui(µ, t), µ) für t ≥ 0

A−Dxf(qi(t) + ûi(µ, t), µ) für t ≤ 0

und

gi(t, v, µ) :=

{
f(qi(t) + ui(t) + v, µ)− f(qi(t) + ui(t), µ)− Ai(µ, t)v für t ≥ 0

f(qi(t) + ûi(t) + v, µ)− f(qi(t) + ûi(t), µ)− Ai(µ, t)v für t ≤ 0.

Dabei sind Ai(µ) und g(t, v, µ) nur noch (k + 3)-mal differenzierbar in µ.

Bemerkung 3.5 Es ist A− Ai(µ) : M → C0(R±, L(Rn)) ∈ Ck+3 bezüglich µ.

Beweis. Dies folgt aus ui(µ) ∈ Ck+3 und ui(µ, t) → 0 für t → ∞, der entsprechenden

Eigenschaft von ûi(µ) sowie aus f ∈ Ck+4. �

Aus Lemma 1.1 folgt daher, daß die Halbgruppen Ti(µ, t, s) der parameterabhängigen Glei-

chungen

v̇ + Ai(µ, t)v = 0
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exponentielle Dichotomien P̂ u
i (µ, t) für t ≤ 0 und P s

i+1(µ, t) für t ≥ 0 besitzen mit
|Dj

µ (Ti(µ, t, s)P
s
i+1(µ, s))| ≤ Ke−(αsi+1+γ)(t−s) 0 ≤ s ≤ t

|Dj
µ (Ti(µ, s, t)P

u
i+1(µ, t))| ≤ Ke−(αui+1+γ)(t−s) 0 ≤ s ≤ t

|Dj
µ (Ti(µ, s, t) P̂

u
i (µ, t))| ≤ Ke−(αui +γ)(t−s) s ≤ t ≤ 0

|Dj
µ (Ti(µ, t, s) P̂

s
i (µ, s))| ≤ Ke−(αsi+γ)(t−s) s ≤ t ≤ 0

(3.14)

für 0 ≤ j ≤ k + 3. Wir definieren ferner Ψi(µ, t) durch Ψi(µ, t) := T ∗i (µ, t, 0)|Zi(µ). Dabei

ist wieder Zi(µ) = RP̂ s
i (µ, 0)∗ ∩ RP u

i+1(µ, 0)∗ und es folgt

|Ψi(µ, t)| ≤

{
Ke−α

u
i+1t t ≥ 0

Ke−α
s
i t t ≤ 0.

Die gleichen Abschätzungen gelten auch für die Ableitungen nach µ.

3.3 Die Reduktion

In diesem Abschnitt 3.3 durchlaufen die Indizes i und j die Menge Z der ganzen Zahlen.

3.3.1 Die Verzweigungsgleichungen

Wir können o.B.d.A. annehmen, daß die lokalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten

W s
loc(µ, pi) und W u

loc(µ, pi) für µ ∈ M in den entsprechenden Eigenräumen Es
i und Eu

i

enthalten sind. Dann ist die Nichtlinearität f ∈ Ck+2(Rn ×M,Rn) nur noch (k + 2)-mal

differenzierbar und es gilt weiterhin

P s
i+1(µ, t) = P s

i+1 für t ≥ Ω

P̂ u
i (µ, t) = P u

i für t ≤ −Ω
(3.15)

für Ω > 0 hinreichend groß. Weiterhin wählen wir in der Nähe von qi(0) Koordinaten,

so daß die stabile Mannigfaltigkeit W s(µ, pi+1) lokal in RP s
i+1(µ, 0) enthalten ist in einer

Umgebung von qi(0) + ui(µ, 0). Die entsprechende Aussage soll außerdem simultan für

die instabile Mannigfaltigkeit W u(µ, pi) in der Nähe von qi(0) + ûi(µ, 0) gelten. Das dies

möglich ist, zeigt das nächste Lemma.

Lemma 3.6 Es existieren Koordinaten lokal um qi(0) herum, so daß folgendes gilt:

RP s
i+1(µ, 0) = RP s

i+1(µ0, 0), W s(µ, pi+1) ⊂ RP s
i+1(µ0, 0)

RP̂ u
i (µ, 0) = RP̂ u

i (µ0, 0), W u(µ, pi) ⊂ RP̂ u
i (µ0, 0).

Bei dieser Koordinatentransformation bleiben qi(0)+ui(µ, 0) und qi(0)+ûi(µ, 0) unverändert,

insbesondere ist die Differenz ûi(µ, 0) − ui(µ, 0) weiterhin in Zi. Außerdem hängen nach

einer geeigneten Wahl der exponentiellen Dichotomien die Projektionen P u
i+1(µ, 0)∗ und

P̂ s
i (µ, 0)∗ nicht von µ ab.
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Beweis. Entscheidend ist hier, daß aufgrund von (H2) die Gleichung RP s
i+1(µ0, 0) ∩

RP̂ u
i (µ0, 0) = span qi(0) gilt. Zunächst begradigen wir das Vektorfeld gleichmäßig in µ

lokal um qi(0), siehe [1, 2.1.1, Satz 1]. Dabei bleibt die Hyperebene Σi unverändert. Wir

müssen nun die gewünschten Transformationen nur noch in Σi suchen, denn eine lineare

Fortsetzung liefert dann wegen der Begradigung des Vektorfeldes die Transformation in

einer ganzen Umgebung des Schnitts. In Σi gilt

RP s
i+1(µ0, 0) ∩ RP̂ u

i (µ0, 0) ∩ Σi = {0}

und wir haben nach Definition eine Zerlegung von Σi in RP s
i+1(µ0, 0) ⊕ RP̂ u

i (µ0, 0) ⊕ Zi

(in diesem Lemma werden wir ab jetzt den Schnitt mit Σi weglassen). Deshalb ist die

Abbildung

Ji(µ) : x 7→ (vs, vu, z)

x = q(0) + ui(µ, 0) + vs + vu + z

mit (vs, vu, z) ∈ RP s
i+1(µ0, 0)⊕ RP̂ u

i (µ0, 0)⊕ Zi ein Isomorphismus von Σi auf eine Umge-

bung der Null im R
n−1 für alle µ mit |µ− µ0| klein.

Dann können wir W s(µ, pi+1) als Graph einer Ck+3-Abbildung hsi (v
s, µ) über qi(0) +

ui(µ, 0) + RP s
i+1(µ0, 0) schreiben mit hsi (0, µ) = Dxh

s
i (0, µ0) = 0; ebenso ist W u(µ, pi)

der Graph von hui über qi(0) + ûi(µ, 0) + RP̂ u
i (µ0, 0). Wir betrachten nun die Abbildung

H̃i : vs + vu + z 7→ vs + vu + z + hsi (v
s, µ) + hui (v

u, µ)

und behaupten, daß Hi := J−1
i ◦ H̃i ◦ Ji die gewünschte Transformation ist. Denn zunächst

ist Hi für alle µ mit |µ − µ0| klein ein Diffeomorphismus. Ferner wird q(0) + ui(µ, 0) + z

auf sich abgebildet für alle z ∈ Zi. Insbesondere bleiben q(0) + ui(µ, 0) und q(0) + ûi(µ, 0)

unverändert. Wir sehen leicht, daß q(0) + ui(µ, 0) + vs in die stabile Mannigfaltigkeit und

q(0) + ûi(µ, 0) + vu = q(0) + ui(µ, 0) + vu + z mit z = ûi(µ, 0) − ui(µ, 0) in die instabile

Mannigfaltigkeit abgebildet werden.

Wir betrachten jetzt unsere Differentialgleichung in den neuen Koordinaten und wenden

erneut Lemma 1.1 auf die Linearisierungen entlang q(t)+u(µ, t) für t ≥ 0 und q(t)+ û(µ, t)

für t ≤ 0 an. Wir erhalten wieder exponentielle Dichotomien mit den Eigenschaften

(3.14) (allerdings nur in Ck+2), die wieder mit P s
i+1 und P̂ u

i bezeichnet werden. Dann

ist aber RP s
i+1(µ, 0) = RP s

i+1(µ0, 0) und nach der Konstruktion in Lemma 1.1 gilt auch

RP u
i+1(µ, 0) = RP u

i+1(µ0, 0). Insbesondere hängt P u
i+1(µ, 0)∗ nicht von µ ab. Gleiches gilt

für P̂ s
i (µ, 0)∗. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Für jede Familie ω = (ωi) mit ωi ≥ Ω für i ∈ Z suchen wir nun Lösungen xi(ω, µ; t) für t ∈
[0, ωi+1] beziehungsweise x̂i(ω, µ; t) für t ∈ [−ωi, 0] von (3.3) mit folgenden Eigenschaften

(vergleiche Abbildung 13).

82



Σ

Z
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ξi−1
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x̂i

x̂i−1

x̂i+1

Abbildung 13: Darstellung der Bedingungen (R) und (S) aus (3.16)

(R) xi−1(ω, µ;ωi) = x̂i(ω, µ;−ωi)

(S)

{
xi(ω, µ; 0), x̂i(ω, µ; 0) ∈ Σi

x̂i(ω, µ; 0)− xi(ω, µ; 0) ∈ Zi.

(3.16)

Es bezeichne nun

di(µ, ωi) := qi(−ωi) + ûi(µ,−ωi)− qi−1(ωi)− ui−1(µ, ωi)(3.17)

Die Bedingungen (3.16) können wir in äquivalenter Form in den durch (3.12) definierten

Variablen vi und v̂i schreiben:

(vi, v̂i) seien Lösungen der Differentialgleichung

v̇ + Ai(µ, t)v = gi(t, v, µ)(3.18)

(vergleiche (3.13)) und es gilt außerdem

(R) vi−1(ω, µ;ωi)− v̂i(ω, µ;−ωi) = di(µ, ωi)

(S)

{
vi(ω, µ; 0), v̂i(ω, µ; 0) ∈ Zi ⊕ Yi
v̂i(ω, µ; 0)− vi(ω, µ; 0) =: ξi(ω, µ) ∈ Zi.

(3.19)

Dabei beachten wir, daß

x̂i(ω, µ; 0)− xi(ω, µ; 0) = qi(0) + ûi(µ, 0) + v̂i(ω, µ; 0)(3.20)
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−
(
qi(0) + ui(µ, 0) + vi(ω, µ; 0)

)
= ûi(µ, 0)− ui(µ, 0) + v̂i(ω, µ; 0)− vi(ω, µ; 0)

= ξ∞i (µ) + ξi(ω, µ) =: Ξi(ω, µ)

ist und nach Lemma 3.3 ist ξ∞i (µ) ∈ Zi.
Für die Fehlerabschätzungen benötigen wir wie angekündigt zwei gewichtete Normen. Diese

werden der Kontraktion in der globalen stabilen Mannigfaltigkeit und dem exponentiellen

Wachstum in der transversalen Richtung für t ≥ 0 (beziehungsweise der Kontraktion in

der instabilen Fläche und der Expansion transversal dazu für t ≤ 0) Rechnung tragen.

Definition. Für η ≥ 0 und 0 < ω <∞ definieren wir

Vl,η(ω) :=
{
v ∈ C0([0, ω],Rn) / sup

t∈[0,ω]

eηt |v(t)| =: ‖v‖l,η <∞
}

V̂l,η(ω) :=
{
v̂ ∈ C0([−ω, 0],Rn) / sup

t∈[−ω,0]

e−ηt |v̂(t)| =: ‖v̂‖l,η <∞
}

und

Vf,η(ω) :=
{
v ∈ C0([0, ω],Rn) / sup

t∈[0,ω]

eη(ω−t) |v(t)| =: ‖v‖f,η <∞
}

V̂f,η(ω) :=
{
v̂ ∈ C0([−ω, 0],Rn) / sup

t∈[−ω,0]

eη(ω+t) |v̂(t)| =: ‖v̂‖f,η <∞
}
.

Im folgenden werden wir den Index η weglassen, wenn klar ist, welche exponentielle Rate wir

gerade benutzen. Mit V0(ω) und V̂0(ω) bezeichnen wir die Räume in der Supremumsnorm.

Ferner sei
Vi := Vl,αsi+1

(ωi+1)× Vf,αui+1
(ωi+1)

V̂i := V̂f,αsi (ωi)× Vl,αui (ωi)

und
V :=

∏
i∈Z Vi

V̂ :=
∏

i∈Z V̂i

}
versehen mit der Supremumsnorm in i.

Ebenso bezeichne V0 und V̂0 das Produkt von V0(ωi) und V̂0(ωi). Diese Produkträume sind

vollständig.

Wie bei der Konstruktion der ui(µ) und ûi(µ) beweisen wir zunächst linearisierte Versionen

von (3.19). Wir lösen als erstes die Integralgleichung
v̂(t) = Ti(µ, t,−ωi) P̂ s

i (µ,−ωi) as +
∫ t
−ωi Ti(µ, t, s) P̂

s
i (µ, s) ĝs(s) ds+

Ti(µ, t, 0) P̂ u
i (µ, 0) bu +

∫ t
0
Ti(µ, t, s) P̂

u
i (µ, s) ĝu(s) ds

v(t) = Ti(µ, t, ωi+1)P u
i+1(µ, ωi+1) au +

∫ t
ωi+1

Ti(µ, t, s)P
u
i+1(µ, s) gu(s) ds+

Ti(µ, t, 0)P s
i+1(µ, 0) bs +

∫ t
0
Ti(µ, t, s)P

s
i+1(µ, s) gs(s) ds.

(3.21)
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Lemma 3.7 Zu gegebenen g = (gs, gu) ∈ Vi, ĝ = (ĝs, ĝu) ∈ V̂i, as ∈ RP s
i und au ∈ RP u

i+1

existieren eindeutig bestimmte Lösungen

(v, v̂) = L2
i (µ, a

s, au, g, ĝ) ∈ V0(ωi+1)× V̂0(ωi)

von (3.21) mit folgenden Eigenschaften.

(N)

{ (
P̂ s
i (µ, ·) v̂(·), P̂ u

i (µ, ·) v̂(·)
)

∈ V̂i(
P s
i+1(µ, ·) vi(·), P u

i+1(µ, ·) v(·)
)
∈ Vi

(R1)

{
P̂ s
i (µ,−ωi) v̂(−ωi) = P̂ s

i (µ,−ωi) as

P u
i+1(µ, ωi+1) v(ωi+1) = P u

i+1(µ, ωi+1) au

(S)

{
v(0), v̂(0) ∈ Zi ⊕ Yi
v(0)− v̂(0) ∈ Zi.

Darüberhinaus ist L2
i linear in (as, au, g, ĝ) und Ck+2 in µ mit Normen unabhängig von

(ωi, ωi+1). Das gleiche gilt, wenn wir L2
i aufgrund von (N) als Abbildung nach Vi × V̂i

auffassen.

Beweis. Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (3.18), die (R1) erfüllt, ist durch

(3.21) gegeben. Wir projizieren diese Integralgleichungen nun in die stabilen und instabilen

Räume und erhalten
v̂s(t) = Ti(µ, t,−ωi) P̂ s

i (µ,−ωi) as +
∫ t
−ωi Ti(µ, t, s) P̂

s
i (µ, s) ĝs(s) ds

v̂u(t) = Ti(µ, t, 0) bu +
∫ t

0
Ti(µ, t, s) P̂

u
i (µ, s) ĝu(s) ds

vu(t) = Ti(µ, t, ωi+1)P u
i+1(µ, ωi+1) au +

∫ t
ωi+1

Ti(µ, t, s)P
u
i+1(µ, s) gu(s) ds

vs(t) = Ti(µ, t, 0) bs +
∫ t

0
Ti(µ, t, s)P

s
i+1(µ, s) gs(s) ds

(3.22)

Wir zeigen zunächst, daß es eindeutig bestimmte Vektoren b = (bs, bu) ∈ RP s
i+1(µ, 0) ×

RP̂ u
i (µ, 0) gibt, so daß die durch (3.22) definierten Lösungen die Bedingung (S) erfüllen.

Es gilt

v̂(0) = bu + Ti(µ, 0,−ωi) P̂ s
i (µ,−ωi) as +

∫ 0

−ωi Ti(µ, 0, s) P̂
s
i (µ, s) ĝs(s) ds

= bu + v̂s(0)

v(0) = bs + Ti(µ, 0, ωi+1)P u
i+1(µ, ωi+1) au +

∫ 0

ωi+1
Ti(µ, 0, s)P

u
i+1(µ, s) gu(s) ds

= bs + vu(0).

Dann ist (S) äquivalent zu folgenden Gleichungen:
P (span q̇i(0), Zi ⊕ Yi) (bu + v̂s(0)) = 0

P (span q̇i(0), Zi ⊕ Yi) (bs + vu(0)) = 0

P (Yi, span q̇i(0)⊕ Zi) (bu − bs + vu(0)− v̂s(0)) = 0

(3.23)
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Aufgrund von Lemma 3.6 gilt RP s
i+1(µ0, 0) = RP s

i+1(µ, 0) und RP̂ u
i (µ0, 0) = RP̂ u

i (µ, 0).

Daher müssen wir diese Gleichungen für (bs, bu) ∈ RP s
i+1(µ0, 0) × RP̂ u

i (µ0, 0) lösen. Dies

verläuft ebenso wie in Lemma 3.2 und wir erhalten daher Lösungen B2
i (v

u(0), v̂s(0)) für

|µ− µ0| hinreichend klein. Außerdem ist B2
i (v

u(0), v̂s(0)) linear in (vu(0), v̂s(0)), wobei die

Norm von B2
i unabhängig von i, µ und ω ist.

Wir müssen schließlich noch die Abbildungseigenschaften zeigen. Zunächst gilt

|vu(t)| ≤ |Ti(µ, t, ωi+1)P u
i+1(µ, ωi+1)| |au|+

∫ ωi+1

t

|Ti(µ, t, s)P u
i+1(µ, s)| |gu(s)| ds

≤ Ke−(αui+1+γ)(ωi+1−t) |au|+
∫ ωi+1

t

Ke−(αui+1+γ)(s−t) e−α
u
i+1(ωi+1−s) ‖gu‖f ds

≤ Ke−α
u
i+1(ωi+1−t)

(
|au|+ ‖gu‖f ·

∫ ωi+1

t

e−γ(s−t) ds

)
≤ Ke−α

u
i+1(ωi+1−t) (|au|+ C‖gu‖f ).

Ebenso zeigt man

|v̂s(t)| ≤ Ke−(αsi )(ωi+t) (|as|+ C‖ĝs‖f ).

Damit folgt bereits, daß die Abbildungen B2
i (a, g

u, ĝs) stetig in (gu, ĝs) ∈ Vf,αui+1
(ωi+1) ×

V̂f,αsi (ωi) sind. Deshalb und wegen bs ∈ RP s
i+1(µ, 0) gilt weiterhin

|vs(t)| ≤ |Ti(µ, t, 0) bs|+
∫ t

0

|Ti(µ, t, s)P s
i+1(µ, s)| |gs(s)| ds

≤ Ke−(αsi+1+γ)t |bs|+
∫ t

0

Ke−(αsi+1+γ)(t−s) e−α
s
i+1s ‖gs‖l ds

≤ Ke−α
s
i+1t (|bs|+ ‖gs‖l ·

∫ t

0

e−γ(t−s) ds)

≤ KCe−α
s
i+1t

(
e−α

u
i+1ωi+1 (|au|+ ‖gu‖f ) + e−α

s
iωi (|as|+ ‖ĝs‖f ) + ‖gs‖l

)
.

Wieder zeigt man analog

|v̂u(t)| ≤ KCeα
u
i t
(
e−α

s
iωi (|as|+ ‖ĝs‖f ) + e−α

u
i+1ωi+1 (|au|+ ‖gu‖f ) + ‖ĝu‖l

)
.

Damit haben wir insgesamt folgende Abschätzungen gezeigt
‖vu‖f,αui+1

≤ C(|au|+ ‖gu‖f )
‖vs‖l,αsi+1

≤ C
(
e−α

u
i+1ωi+1 (|au|+ ‖gu‖f ) + e−α

s
iωi (|as|+ ‖ĝs‖f ) + ‖gs‖l

)
‖v̂s‖f,αsi ≤ C(|as|+ ‖ĝs‖f )

‖v̂u‖l,αui ≤ C
(
e−α

s
iωi (|as|+ ‖ĝs‖f ) + e−α

u
i+1ωi+1 (|au|+ ‖gu‖f ) + ‖ĝu‖l

)
,

(3.24)

woraus die behaupteten Abbildungseigenschaften folgen. Auf die gleiche Art und Weise

zeigt man dieselben Ungleichungen für die Ableitungen von (v, v̂) nach µ. �
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vi−1

Σi

pi+1

Σi+1Σi−1

qi+1(t)+

ûi+1(µ, t)

pi

qi−1(t)+
ui−1(µ, t)

v̂i+1

qi(t) + ui(µ, t)qi(t) + ûi(µ, t)

ξ∞i (µ) ξi−1(ω, µ)

ai
ai+1

Abbildung 14: Notation

Bemerkung 3.8 Den Sprung in Zi-Richtung können wir diesmal darstellen als

ξi(ω, µ) =
〈

Ψi(µ,−ωi), P̂ s
i (µ,−ωi) asi

〉
−
〈

Ψi(µ, ωi+1), P u
i+1(µ, ωi+1) aui+1

〉
+∫ 0

−ωi

〈
Ψi(µ, t), ĝ

s(t)
〉
ds+

∫ ωi+1

0

〈
Ψi(µ, t), g

u(t)
〉
ds.

Beweis. Wir wenden wieder 〈Ψi(µ0, 0), ·〉 auf den Sprung v̂(0) − v(0) an. Anschließend

bringen wir den adjungierten Halbfluß auf die andere Seite des Skalarprodukts und aus der

Unabhängigkeit der Projektionen für t = 0 von µ, die in Lemma 3.6 gezeigt wurde, folgt

dann bereits die Behauptung. �

In Lemma 3.7 entkoppelten die linearisierten Randbedingungen (R1). Wir werden im

nächsten Lemma diese Randbedingungen koppeln. Einen Überblick über die verwendeten

Indizes und ihre Bedeutung verschafft Abbildung 14.

Lemma 3.9 Es sei Ω > 0 hinreichend groß und ω = (ωi) eine Familie reeller Zahlen

mit ωi ≥ Ω. Ferner seien Vektoren d = (di)i∈Z mit di ∈ Rn und supi∈Z |di| < ∞ sowie

eine Familie (g, ĝ) ∈ V × V̂ gegeben. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Familie von

Elementen

(v, v̂) = L3(µ,d,g, ĝ) ∈ V × V̂,

die die Integralgleichung (3.21) lösen und die Randbedingung

(R2) vi−1(ωi)− v̂i(−ωi) = di
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sowie die Bedingungen (N) und (S) aus Lemma 3.7 für alle i ∈ Z erfüllen. L3 ist linear in

(d,g, ĝ) mit Norm unabhängig von ω und µ, und L3 ∈ Ck+2 ist differenzierbar bezüglich

µ.

Beweis. Wir verwenden im folgenden die Zerlegung ai = (asi , a
u
i ) ∈ RP s

i ×RP u
i und analog

für di.

Aufgrund von Lemma 3.7 ist die Behauptung über die Existenz der Familie (v, v̂) äquiva-

lent zu folgendem Problem:

(R3)

{
Finde eine beschränkte Familie a = (ai), so daß für (vi, v̂i) := L2

i (µ, a,g, ĝ) gilt:

di = P u
i (µ, ωi) a

u
i + P s

i (µ, ωi) vi−1(ωi)− P̂ s
i (µ,−ωi) asi − P̂ u

i (µ,−ωi) vi(−ωi).

Wir wählen nun Ω zunächst wie in (3.15). Dann gilt

P s
i = P

(
RP s

i (µ, t),RP̂ u
i (µ,−t̃)

)
für alle µ ∈ M und t, t̃ ≥ Ω. Nun wenden wir die Projektionen P s

i und P u
i auf Gleichung

(R3) an und erhalten

P̂ s
i (µ,−ωi) asi = −dsi + P s

i (µ, ωi) vi−1(ωi) + P s
i P

u
i (µ, ωi) a

u
i + P u

i P̂
s
i (µ,−ωi) asi

P u
i (µ, ωi) a

u
i = dui + P̂ u

i (µ,−ωi) v̂i(−ωi) + P u
i P̂

s
i (µ,−ωi) asi + P s

i P
u
i (µ, ωi) a

u
i

(3.25)

unter Beachtung der obenstehenden Identität für die Projektionen. Die rechte Seite dieser

Gleichung ist linear in (d, a,g, ĝ) und differenzierbar in µ nach Lemma 3.7; wir hatten ja

(v, v̂) = (L2
i (µ, a,g, ĝ)) eingesetzt. Wir erhalten dann folgendes Fixpunktproblem

asi = −dsi + P s
i (µ, ωi) vi−1(ωi) + P s

i P
u
i (µ, ωi) a

u
i +(

P u
i P̂

s
i (µ,−ωi) + P̂ u

i (µ,−ωi)P s
i

)
asi

=: Ds
i (a,d,g, ĝ)

aui = dui + P̂ u
i (µ,−ωi) v̂i(−ωi) + P u

i P̂
s
i (µ,−ωi) asi+(

P s
i P

u
i (µ, ωi) + P s

i (µ, ωi)P
u
i

)
aui

=: Du
i (a,d,g, ĝ).

(3.26)

Um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu können, müssen wir die Abbildungen

Di = (Ds
i , D

u
i ) abschätzen. Wir beachten, daß diese Operatoren linear in allen Variablen

(ausgenommen µ) sind. Da die Eigenräume der Linearisierungen in den Gleichgewichten

nicht von den Parametern µ abhängen, ist die Voraussetzung von Lemma 1.1(ii) erfüllt

und wir erhalten schließlich die folgenden Abschätzungen für die Normen der verketteten

Projektionen.

|P u
i P̂

s
i (µ,−ωi)|, |P̂ u

i (µ,−ωi)P s
i | ≤ Ce−α

u
i ωi

|P s
i P

u
i (µ, ωi)|, |P s

i (µ, ωi)P
u
i | ≤ Ce−α

s
iωi .

Außerdem können wir die Terme P s
i (µ, ωi) vi−1(ωi) = vsi−1(ωi) und P̂ u

i (µ,−ωi) v̂i(−ωi) =

v̂ui (−ωi) aufgrund von (3.24) folgendermaßen abschätzen

|vsi−1(ωi)| ≤ C
(
e−α

s
iωi |a|+ |g|+ |ĝ|

)
|v̂ui (−ωi)| ≤ C

(
e−α

u
i ωi |a|+ |g|+ |ĝ|

)
.
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Deshalb ist die Abbildung (Di) eine Kontraktion in a gleichmäßig in den anderen Variablen

|Di(a,d,g, ĝ)| ≤ C
(
(e−α

s
iωi + e−α

u
i ωi) |a|+ |g|+ |ĝ|+ |d|

)
.

Wie erwähnt ist die Abbildung D = (Di) linear in a und deshalb für Ω groß genug in

Abhängigkeit von der Konstanten C, die unabhängig von Ω ist, eine Kontraktion in der

Variablen a gleichmäßig in den anderen Variablen. Außerdem ist D ∈ Ck+2 in µ wegen

Lemma 3.7. Daher existiert eine eindeutige Lösung a∗ der Fixpunktgleichung (3.26), die

linear in (d,g, ĝ) und Ck+2 in µ ist. Wie oben bemerkt erfüllt dann

(v, v̂) = L3(µ,d,g, ĝ) :=
(
L2
i (µ,Di(µ,d,g, ĝ),g, ĝ)

)
die Behauptung des Lemmas. �

Damit sind die Vorbereitungen zum Existenzbeweis von Lösungen von (3.19) weitgehend

abgeschlossen. Wir müssen nur noch dafür Sorge tragen, daß die Nichtlinearitäten gi

tatsächlich die normierten Räume Vi×V̂i in sich abbilden. Im allgemeinen wird das nicht der

Fall sein, erst eine geeignete Koordinatentransformation wird diese Abbildungseigenschaf-

ten ermöglichen. Dazu parametrisieren wir die globalen stabilen und instabilen Mannigfal-

tigkeiten in der Nähe der heteroklinen Verbindungen qi(t) über den stabilen und instabilen

Bündeln. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 3.10 Betrachte die Differentialgleichung (3.18)

v̇ + Ai(µ, t)v = gi(t, v, µ).

Dann existieren Ck+2-Abbildungen

hsi+1(t, v, µ) : R
+ × RP s

i+1(µ, t) −→ RP u
i+1(µ, t)

ĥui (t, v, µ) : R
− × RP̂ u

i (µ, t) −→ RP̂ s
i (µ, t),

mit der Eigenschaft

v + hsi+1(t, v, µ) ∈ W s(µ, pi+1) für v ∈ RP s
i+1(µ, t)

v̂ + ĥui (t, v̂, µ) ∈ W u(µ, pi) für v̂ ∈ RP̂ u
i (µ, t),

sowie

hsi+1(t, v, µ) = O(|v|2), ĥui (t, v̂, µ) = O(|v̂|2).

Außerdem verschwinden hsi+1(t, v, µ) und ĥui (t, v̂, µ) identisch für t = 0 und t ≥ Ω bezie-

hungsweise t ≤ −Ω.

Beweis. Wir beschränken uns auf die Parametrisierung der stabilen Mannigfaltigkeit.

Zunächst sind die durch RP s
i+1(µ, t) und RP u

i+1(µ, t) über der Basis {qi(t) / t ≥ 0} ge-

bildeten Bündel in Ck+2, denn die Projektionen sind Ck+2 in t. Wir projizieren die zu
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(3.18) gehörende Integralgleichung in diese Bündel und wenden anschließend ein Kon-

traktionsargument auf die so entstandenen Integralgleichungen an. Die entscheidende Ei-

genschaft ist hier das Vorhandensein der exponentiellen Dichotomien. Auf die Details sei

verzichtet, vergleiche zum Beispiel [23, exc. 7.6.21]. Wir erhalten dann eine Abbildung

hsi (t, ·, µ), die die zeitunabhängige globale stabile Mannigfaltigkeit parametrisiert. Da die

Bündel, über denen parametrisiert wird, Ck+2 in t sind, gilt dies auch für die Abbildungen

hs und hu. Die letzten beiden Eigenschaften von hs folgen einerseits aus der Darstellung

RP s
i+1(µ, t) = Tqi(t)+ui(µ,t) W

s(µ, pi+1) des Tangentialraums der stabilen Mannigfaltigkeit

und andererseits aus der Koordinatenwahl in der Nähe der Gleichgewichte sowie aus Lem-

ma 3.6. �

Wir führen jetzt eine zeitabhängige Koordinatentransformation ein, so daß die globalen

stabilen Mannigfaltigkeiten für t ≥ 0 und die globalen instabilen Mannigfaltigkeiten für t ≤
0 lokal durch die linearen Bündel P s

i (µ, t) und P̂ u
i (µ, t) gegeben sind. Die neuen Variablen

bezeichnen wir mit wi = (wsi , w
u
i ) für t ≥ 0 und mit ŵi = (ŵsi , ŵ

u
i ) für t ≤ 0.

(wsi , w
u
i ) = Hi(t, vi, µ)

:=
(
vsi , v

u
i − hsi (t, vsi , µ)

)
für (vsi , v

u
i ) ∈ RP s

i+1(µ, t)× RP u
i+1(µ, t)

(ŵsi , ŵ
u
i ) = Ĥi(t, v̂i, µ)

:=
(
v̂si − ĥui (t, v̂ui , µ), v̂ui

)
für (v̂si , v̂

u
i ) ∈ RP̂ u

i (µ, t)× RP̂ s
i (µ, t).

(3.27)

Die Abbildungen Hi und Ĥi sind lokal um den Nullpunkt invertierbar.

Bemerkung 3.11 Es gilt Hi(0, ·, µ) = Ĥi(0, ·, µ) = id, sowie Hi(t, ·, µ) = id für t ≥ Ω

und Ĥi(t, ·, µ) = id für t ≤ −Ω.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von hsi und ĥui aus Lemma 3.10. �

Bemerkung 3.12 Statt die Transformation (3.27) zu benutzen, können wir auch direkt

die gesamte stabile (oder instabile) Mannigfaltigkeit in der Nähe der Lösung q(t) für 0 ≤
t ≤ Ω diffeomorph auf den Raum RP s

i (µ0, 0) abbilden. Anschließend rechnen wir dann

in verschiedenen Koordinatensystemen genau wie unten weiter. Dies führt letztendlich zu

demselben Ergebnis, wir müssen aber ständig die Koordinaten wechseln.

Wir schreiben die Differentialgleichung (3.18) für positive und negative Zeiten in den neuen

Variablen und erhalten

d
dt
wi + Ai(t)wi = gi(t, wi, µ) t ≥ 0

d
dt
ŵi + Ai(t) ŵi = ĝi(t, ŵi, µ) t ≤ 0.

Wir bezeichnen hier die neue Nichtlinearität wieder mit gi. Aus den Argumenten der Funk-

tion wird stets hervorgehen, welche Abbildung gemeint ist.
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Lemma 3.13 Die Nichtlinearität gi(t, wi, µ) ∈ Ck+1 hat die folgenden Eigenschaften.

gsi (t, w
s, wu, µ) = O

(
(|q(t) + ui(µ, t)| |wu|+ |ws|) (|ws|+ |wu|)

)
gui (t, ws, wu, µ) = O

(
|wu|(|ws|+ |wu|)

)
.

Außerdem besitzt der zugehörige Nemitskii-Operator Gi = (Gs
i , G

u
i ) die folgenden Abbil-

dungseigenschaften

Gi : M × Vi → Vi ∈ Ck.

Ein analoges Resultat gilt für Ĝi.

Beweis. Wir überzeugen uns leicht, daß die Nichtlinearität die folgende Gestalt hat.

gi(t, wi, µ) = Ai(t)hi(t, w
s
i , µ) + gi(t,H

−1
i (t, wi, µ), µ)− ∂

∂t
hi(t,Hi(t, wi, µ), µ)−

Dxhi(t, w
s
i , µ)

(
Ai(t)H

−1
i (t, wi, µ) + gi(t,H

−1
i (t, wi, µ), µ)

)
.

Daraus folgt unmittelbar gi = O(|wi|2) und ĝi = O(|ŵi|2) gleichmäßig in (t, µ). Da die

Koordinatentransformation in Ck+2 war, sind die Funktionen gi und ĝi in Ck+1. Wir zeigen

als nächstes die Abschätzungen für gui und gsi . Die Behauptung über gui folgt sofort aus

der Invarianz der stabilen Mannigfaltigkeit. Weiter gilt für t ≥ Ω, d.h. für qi(t) + ui(µ, t) ∈
W s
loc(µ, pi+1), die Ungleichung

|gsi (t, ws, wu, µ)|

≤
∫ 1

0

∣∣∣Dwsf
s
(
qi(t) + ui(µ, t) + τ ws, τ wu, µ

)
−Dwsf

s
(
qi(t) + ui(µ, t), 0, µ

)∣∣∣ dτ |ws|+∫ 1

0

∣∣∣Dwuf
s
(
qi(t) + ui(µ, t) + τ ws, τ wu, µ

)
−Dwuf

s
(
qi(t) + ui(µ, t), 0, µ

)∣∣∣ dτ |wu|
≤ C |ws| (|ws|+ |wu|) +(∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣DwsDwuf
s
(
qi(t) + ui(µ, t) + τ1 τ2w

s, τ1 τ2 w
u, µ
)∣∣∣ dτ1 dτ2 |ws|+∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣D2
wuf

s
(
qi(t) + ui(µ, t) + τ1 τ2 w

s, τ1 τ2w
u, µ
)∣∣∣ dτ1 dτ2 |wu|

)
|wu|

≤ C |ws| (|ws|+ |wu|) + C
(
|ws|+ |qi(t) + ui(µ, t)|

)
|wu|2

≤ C
(
|ws|+ |qi(t) + ui(µ, t)| |wu|

)
(|ws|+ |wu|).

Dabei beachten wir, daß f s(0, wu) ≡ 0 verschwindet. Es bleiben die Behauptungen über

den Nemitskii-Operator zu zeigen.

Im folgenden werden wir den Index i weglassen. Wir betrachten zuerst Gu und beginnen

mit der Differenzierbarkeit nach ws.

‖Gu(ws + h,wu, µ)−Gu(ws, wu, µ)−Dwsg
u(·, ws, wu, µ)h‖ 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∣∣∣gu(t, ws + h,wu, µ)− gu(t, ws, wu, µ)−Dwsg
u(t, ws, wu, µ)h

∣∣∣ eαu(ω−t) 1

‖h‖
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≤ sup
t≥0

eα
u(ω−t)

∫ 1

0

∣∣∣Dwsg
u(t, ws + τ1 h,w

u, µ)−Dwsg
u(t, ws, wu, µ)

∣∣∣ dτ1

≤ sup
t≥0

sup
τ1∈[0,1]

∫ 1

0

∣∣∣DwuDwsg
u(t, ws + τ1 h, τ2 w

u, µ)−DwuDwsg
u(t, ws, τ2 w

u, µ)
∣∣∣ dτ2 ‖wu‖

→ 0

für ‖h‖ → 0. Als nächstes zeigen wir die Differenzierbarkeit nach wu.

‖Gu(ws, wu + h, µ)−Gu(ws, wu, µ)−Dwug
u(·, ws, wu, µ)h‖ 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∣∣∣gu(t, ws, wu + h, µ)− gu(t, ws, wu, µ)−Dwug
u(t, ws, wu, µ)h

∣∣∣ eαu(ω−t) 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∫ 1

0

∣∣∣Dwug
u(t, ws, wu + τ h, µ)−Dwug

u(t, ws, wu, µ)
∣∣∣ dτ

≤ sup
t≥0

sup
τ∈[0,1]

∣∣∣Dwug
u(t, ws, wu + τ h, µ)−Dwug

u(t, ws, wu, µ)
∣∣∣

→ 0

für ‖h‖ → 0. Schließlich benötigen wir die Differenzierbarkeit in µ.

‖Gu(ws, wu, µ+ h)−Gu(ws, wu, µ)−Dµg
u(·, ws, wu, µ)h‖ 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∣∣∣gu(t, ws, wu, µ+ h)− gu(t, ws, wu, µ)−Dµg
u(t, ws, wu, µ)h

∣∣∣ eαu(ω−t) 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

eα
u(ω−t)

∫ 1

0

∣∣∣Dµg
u(t, ws, wu, µ+ τ1 h)−Dµg

u(t, ws, wu, µ)
∣∣∣ dτ1

≤ sup
t≥0

sup
τ1∈[0,1]

eα
u(ω−t) ·∫ 1

0

∣∣∣DwuDµg
u(t, ws, τ2 w

u, µ+ τ1 h)−DwuDµg
u(t, ws, τ2w

u, µ)
∣∣∣ dτ2 ‖wu‖

→ 0

für ‖h‖ → 0.

Es bleibt die Differenzierbarkeit von Gs zu zeigen. Wir beginnen mit der Differenzierbarkeit

nach ws.

‖Gs(ws + h,wu, µ)−Gs(ws, wu, µ)−Dwsg
s(·, ws, wu, µ)h‖ 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∣∣∣gs(t, ws + h,wu, µ)− gs(t, ws, wu, µ)−Dwsg
s(t, ws, wu, µ)h

∣∣∣ eαst 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∫ 1

0

∣∣∣Dwsg
s(t, ws + τ h, wu, µ)−Dwsg

s(t, ws, wu, µ)
∣∣∣ dτ

≤ sup
t≥0

sup
τ∈[0,1]

∣∣∣Dwsg
s(t, ws + τ h, wu, µ)−Dwsg

s(t, ws, wu, µ)
∣∣∣

→ 0
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für ‖h‖ → 0. Weiterhin folgt die Differenzierbarkeit nach wu.

‖Gs(ws, wu, µ)−Gs(ws, wu, µ)−Dwug
s(·, ws, wu, µ)h‖ 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

∣∣∣gs(t, ws, wu + h, µ)− gs(t, ws, wu, µ)−Dwug
s(t, ws, wu, µ)h

∣∣∣ eαst 1

‖h‖

≤ sup
t≥0

eα
st

∫ 1

0

∣∣∣Dwug
s(t, ws, wu + τ1 h, µ)−Dwug

s(t, ws, wu, µ)
∣∣∣ dτ1

≤ sup
t∈[0,Ω]

sup
τ1∈[0,1]

eα
sΩ
∣∣∣Dwug

s(t, ws, wu + τ1 h, µ)−Dwug
s(t, ws, wu, µ)

∣∣∣+

sup
t≥Ω

sup
τ1∈[0,1]

eα
st
∣∣∣Dwuf

(
q(t) + u(µ, t) + ws + wu + τ1 h, µ

)
−

Dwuf
(
q(t) + u(µ, t) + ws + wu, µ

)∣∣∣.
Der erste Term konvergiert gegen Null für h → 0, wir untersuchen also noch den zweiten

Term.

sup
t≥Ω

sup
τ1∈[0,1]

eα
st
∣∣∣Dwuf

(
q(t) + u(µ, t) + ws + wu + τ1 h, µ

)
−

Dwuf
(
q(t) + u(µ, t) + ws + wu, µ

)∣∣∣
≤ sup

t≥Ω
sup

τ1∈[0,1]

eα
st

∫ 1

0

∣∣∣DwsDwuf
(
τ2 (q(t) + u(µ, t) + ws) + wu + τ1 h, µ

)
−

DwsDwuf
(
τ2 (q(t) + u(µ, t) + ws) + wu, µ

)∣∣∣ dτ2 |q(t) + u(µ, t) + ws(t)|

≤ sup
t≥Ω

sup
τ1,τ2∈[0,1]

∣∣∣DwsDwuf
(
τ1 (q(t) + u(µ, t) + ws) + wu + τ2 h, µ

)
−

DwsDwuf
(
τ2 (q(t) + u(µ, t) + ws) + wu, µ

)∣∣∣ ‖q(·) + u(µ, ·) + ws‖
→ 0

für ‖h‖ → 0. Damit ist die Differenzierbarkeit nach wu gezeigt. Die Differenzierbarkeit

nach µ folgt analog. Die Existenz der höheren Ableitungen zeigt man auf ähnliche Art und

Weise. �

Bemerkung 3.14 Es gelten die folgenden Abschätzungen für die Nemitskii-Operatoren Gi

in den Räumen Vi

‖Gu
i (w

s, wu)‖ ≤ C ‖wu‖ (|ws|+ |wu|)
‖Gs

i (w
s, wu)‖ ≤ C

(
‖ws‖+ ‖qi + ui(µ)‖ |wu|

)
(|ws|+ |wu|),

sowie für die Ableitungen nach (ws, wu)

‖DwuG
u
i (w

s, wu)‖ ≤ C (|ws|+ |wu|) ‖DwuG
s
i (w

s, wu)‖ ≤ C (‖ws‖+ |wu|)
‖DwsG

u
i (w

s, wu)‖ ≤ C ‖wu‖ ‖DwsG
s
i (w

s, wu)‖ ≤ C (|ws|+ |wu|),
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und zuletzt für die Ableitungen nach den Parametern

‖DµG
u
i (w

s, wu)‖ ≤ C ‖wu‖ (|ws|+ |wu|)
‖DµG

s
i (w

s, wu)‖ ≤ C (‖ws‖+ |wu|) (|ws|+ |wu|).

Analoge Abschätzungen gelten für Ĝi.

Beweis. Dies folgt leicht aus den Abschätzungen für gsi und gui aus Lemma 3.13 und den

ebenfalls dort gezeigten Formeln für die Ableitungen der Nemitskii-Operatoren. �

Bemerkung 3.15 Es ist (vi, v̂i) eine Lösung von (3.18) und (3.19) dann und nur dann,

wenn (wi, ŵi) = (Hi(vi, µ), Ĥi(v̂i, µ)) die folgende Fixpunktgleichung löst

(wi, ŵi) = L3
i

(
µ, (d(µ, ωj)), (gj(·, wj, µ)), (ĝj(·, ŵj, µ))

)
(3.28)

oder äquivalent

(w, ŵ) = L3
(
µ,d(ω, µ),G(w, µ), Ĝ(ŵ, µ)

)
.

Beweis. Zunächst ist (vi, v̂i) eine Lösung von (3.18) und (3.19), wenn (wi, ŵi) die entspre-

chenden transformierten Gleichungen löst. Tatsächlich transformieren sich die Gleichungen

(3.19) identisch, denn die Koordinatentransformationen sind die Identität für t = 0 und

t ≥ Ω beziehungsweise t ≤ −Ω. Daher müssen wir nur die Differentialgleichung (3.18) in

den neuen Koordinaten lösen. Die zugehörigen Integralgleichungen - projiziert in stabile

und instabile Unterräume - haben wieder die Gestalt

wsi (t) = Ti(µ, t, 0) bsi +
∫ t

0
Ti(µ, t, s)P

s
i+1(µ, s) gsi (s, w

s
i , w

u
i , µ) ds

wui (t) = Ti(µ, t, ωi+1)P u
i+1(µ, ωi+1) aui+1+∫ t

ωi+1
Ti(µ, t, s)P

u
i+1(µ, s) gui (s, wsi , w

u
i , µ) ds

ŵsi (t) = Ti(µ, t,−ωi) P̂ s
i (µ,−ωi) asi+∫ t

−ωi Ti(µ, t, s) P̂
s
i (µ, s) ĝsi (s, ŵ

s
i , ŵ

u
i , µ) ds

ŵui (t) = Ti(µ, t, 0) bui +
∫ t

0
Ti(µ, t, s) P̂

u
i (µ, s) ĝui (s, ŵsi , ŵ

u
i , µ) ds.

(3.29)

Daher folgt die Behauptung aus Lemma 3.9. �

Wir müssen also die Fixpunktgleichung (3.28) lösen.

Lemma 3.16 Es existieren Konstanten Ω > 0, δ0 > 0 und ε0 > 0 mit der folgenden

Eigenschaft. Für jede Familie ω mit ωi ≥ Ω existiert eine eindeutig bestimmte Familie

L4
i (ω, µ) = (wi, ŵi) ∈ Vi

für |µ−µ0| ≤ δ0 in der Menge {(w, ŵ) / ‖(w, ŵ)‖0 ≤ ε0}, die die Fixpunktgleichung (3.28)

löst. L4
i ∈ Ck ist k-mal differenzierbar bezüglich µ ∈M für festes ω.
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Beweis. Wir wollen den Satz über implizite Funktionen auf die Fixpunktgleichung (3.28)

(w, ŵ) = L3
(
µ,d(ω, µ),G(w, µ), Ĝ(ŵ, µ)

)
.

anwenden. Dabei wurde d(ω, µ) = (dj(µ, ω)) in (3.17) definiert. Zunächst ist die Abbildung

G : M × V × V̂ −→ V × V̂
(µ,w, ŵ) 7−→ (Gj(wj, µ), Ĝj(ŵj, µ))

in Ck in der Supremumsnorm, denn die Abschätzungen in Lemma 3.13 gelten gleichmäßig

in i, da nur N verschiedene Funktionen gi und ĝi vorkommen. Hier ist N die Anzahl

der heteroklinen Lösungen. Aus Bemerkung 3.14 folgt, daß die Ableitung von G durch

D(w,ŵ)G = (DwjGj, DŵjĜj) gegeben ist und daß die Gleichung

|D(w,ŵ)G(µ0, 0)| = 0

gilt. Nach Definition ist dj ∈ Ck(M,Rn) mit gleichmäßigen Schranken in j. Aus der Linea-

rität der Abbildung L3 in den Variablen (d,g, ĝ) folgt daher, daß die rechte Seite unserer

Fixpunktgleichung in Ck bezüglich (µ,w, ŵ) ist. Außerdem verschwindet die Ableitung

nach (w, ŵ) an der Stelle (µ0, 0, 0). Wir erhalten nach [8, Thm. 2.2.3] einen eindeutigen

Fixpunkt, den wir mit L4(ω, µ) bezeichnen. Man beachte, daß alle Normen gleichmäßig in

ω abgeschätzt wurden. Deshalb ist der Definitionsbereich in der Variablen µ unabhängig

von ω. Wir können ebenso eine Version dieses Lemmas in ungewichteten Räumen, d.h. in

der Supremumsnorm bezüglich der Zeit t, beweisen. Damit folgt die Eindeutigkeit in der

Umgebung (w, ŵ) und das Lemma ist bewiesen. �

Damit haben wir die Existenz von Lösungen von (3.18) und (3.19) bewiesen. Allerdings

konnten wir bisher nur die Differenzierbarkeit in µ für festes ω nachweisen. Später wer-

den wir zusätzlich die Differenzierbarkeit der Sprünge in den Rückkehrzeiten ω = (ωi)

benötigen. Um dies nachzuweisen, führen wir zusätzliche Parameter β = (βi) ein. Diese

neuen Parameter reskalieren in jedem Durchlauf die Zeit t, wodurch die Lösungen für ver-

schiedene Rückkehrzeiten vergleichbar werden, da sie dann auf den gleichen (reskalierten)

Zeitintervallen definiert sind. Die Differenzierbarkeit in den Parametern β, die wie die Dif-

ferenzierbarkeit nach µ folgt, impliziert daher die Differenzierbarkeit in ω.

Es sei also β ∈
∏

i∈Z (−δ0, δ0) =: B, wobei δ0 < 0 klein sei. Wir versehen B mit der

Supremumsnorm. Zunächst wenden wir Lemma 3.3 auf die Gleichungen{
d
dt
x+ (1 + βi+1)Ax = (1 + βi+1)f(x, µ) t ≥ 0
d
dt
x̂+ (1 + βi)Ax̂ = (1 + βi)f(x, µ) t ≤ 0

(3.30)

an. Daß dabei eine Unstetigkeit in den Differentialgleichungen bei t = 0 auftritt, ist unwich-

tig; schließlich hatten wir die Differentialgleichungen sowieso für t ≥ 0 und t ≤ 0 getrennt
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untersucht und bei t = 0 die Lösungen nur zusammengesetzt. Dann erhalten wir Lösun-

gen ui(βi+1, µ, ·) und ûi(βi, µ, ·) mit den Eigenschaften aus Lemma 3.3. Denn tatsächlich

hängen die Lösungsäste ui(βi+1, µ, t) = ui(µ, (1 + βi+1)t) nur von βi+1 und nicht von βi ab.

Das gleiche gilt für ûi(βi, µ, t) = ûi(µ, (1 + βi)t).

Wir linearisieren entlang der Äste ui(βi+1, µ, t) und ûi(βi, µ, t) und erhalten die Differenti-

algleichungen {
d
dt
v + Ai(βi+1, µ, t) v = gi(t, v, βi+1, µ) t ≥ 0

d
dt
v̂ + Ai(βi+1, µ, t) v̂ = ĝi(t, v̂, βi, µ) t ≤ 0

(3.31)

für die Korrekturen x(t) = qi(t) + ui(βi+1, µ, t) + v(t) einer Lösung von (3.30) und entspre-

chend für x̂(t). Die neuen Nichtlinearitäten sind von der Form

gi(t, v, βi+1, µ) = (1 + βi+1)
(
f(qi(t) + ui(βi+1, µ, t) + v, µ)−

f(qi(t) + ui(βi+1, µ, t), µ)−Dxf(qi(t) + ui(βi+1, µ, t), µ) v
)

und einem entsprechenden Ausdruck für ĝi. Insbesondere gilt für diese Nichtlinearitäten

wieder Lemma 3.13 und Bemerkung 3.14.

Nun betrachten wir wieder das System (3.19) aus Rand- und Sprungbedingungen mit den

reskalierten Differentialgleichungen (3.31) anstelle von (3.18). Damit beweisen wir leicht

eine neue Version von Lemma 3.16 und erhalten eine Familie

L5(β, µ) : B ×M → V × V̂ ∈ Ck,(3.32)

die die Gleichungen (3.19) und (3.31) lösen und zusätzlich k-mal differenzierbar in (β, µ)

sind. Die zugehörigen Lösungen X1
i (ω,β, µ, ·) und X̂1

i (ω,β, µ, ·) von (3.30) erfüllen dann

die Gleichungen (3.16), die wir hier wiederholen:

(R) xi−1(ωi) = x̂i(−ωi)

(S)

{
xi(0), x̂i(0) ∈ Σi

x̂i(0)− xi(0) ∈ Zi.

(3.33)

Auf der anderen Seite können wir unsere alten in Lemma 3.16 erhaltenen Lösungen

xi(ω, µ, t) = qi(t) + ui(µ, t) + wi(ω, µ, t) t ∈ [0, ωi+1]

x̂i(ω, µ, t) = qi(t) + ûi(µ, t) + ŵi(ω, µ, t) t ∈ [−ωi, 0]

von (3.16) folgendermaßen reskalieren:

X2
i (ω,β, µ, t) := qi

(
(1 + βi+1)t

)
+ ui

(
µ, (1 + βi+1)t

)
+ wi

(
((1 + βj)ωj), µ, (1 + βi+1)t

)
für t ∈ [0, ωi+1] und

X̂2
i (ω,β, µ, t) := qi

(
(1 + βi)t

)
+ ûi

(
µ, (1 + βi)t

)
+ ŵi

(
((1 + βj)ωj), µ, (1 + βi)t

)
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für t ∈ [−ωi, 0]. Auch diese reskalierten Lösungen erfüllen dann das System (3.33) und die

Differentialgleichung (3.30), wie wir leicht nachrechnen. Daher folgt aus der Eindeutigkeit

schließlich
X1
i (ω,β, µ, ·) = X2

i (ω, µ,β; ·)
X̂1
i (ω,β, µ, ·) = X̂2

i (ω, µ,β; ·).

Diese Identität impliziert insbesondere

ξi

(
((1 + βj)ωj), µ

)
= ξi(ω,β, µ).

Nun ist ξi(ω,β, µ) in Ck(B×M) gemeinsam in (β, µ) differenzierbar. Deshalb ist ξi(ω, µ)

differenzierbar in ωj. Damit haben wir die folgende Bemerkung bewiesen.

Bemerkung 3.17 Die Sprünge ξi(ω, µ) sind gemeinsam differenzierbar in (ω, µ). Tatsäch-

lich ist ξi ∈ Ck(B ×M).

3.3.2 Die Abschätzung der Restterme

In diesem Abschnitt werden wir nun Abschätzungen für die Größe der Sprünge in Zi-

Richtung bereit stellen. Dazu werden wir weiterhin die oben konstruierten, von β abhängi-

gen Lösungen verwenden, denn der Ableitung von ξj nach βi entspricht ja nach der oben-

stehenden Bemerkung die Ableitung nach ωi (bis auf einen Faktor ωi). Wir können also

das Verhalten der Lösungen und Sprünge in der Variablen ω untersuchen, indem wir die

Abhängigkeiten in den Parametern β studieren.

Bemerkung 3.18 Wir beachten, daß die neuen exponentiellen Dichotomien P s
i (βi+1, µ, t)

und P̂ u
i (βi, µ, t), sowie die Nichtlinearitäten gi und ĝi als auch die “Koordinatenkurven”

qi(t) + ui(βi+1, µ, t) und qi(t) + ûi(βi, µ, t) tatsächlich nur von den einzelnen Parametern

βi+1 beziehungsweise βi abhängen (und nicht von dem ganzen Parameter β). Dies folgt ja

aus der verwendeten Skalierung der ursprünglichen Differentialgleichungen.

Deshalb erhalten wir aus Bemerkung 3.8 die folgende Darstellung der Sprünge

ξi(ω, µ) =
〈

Ψi(βi, µ,−ωi), P̂ s
i (βi, µ,−ωi) asi (β, µ)

〉
−〈

Ψi(βi+1, µ, ωi+1), P u
i+1(βi+1, µ, ωi+1) aui+1(β, µ)

〉
+∫ 0

−ωi

〈
Ψi(βi, µ, t), ĝ

s
i (t, vi(β, µ, t), µ, βi)

〉
ds+∫ ωi+1

0

〈
Ψi(βi+1, µ, t), g

u
i (t, vi(β, µ, t), µ, βi+1)

〉
ds.

Wir wiederholen nun noch einmal die Integralgleichungen, die wir im folgenden abschätzen

werden. Dabei werden wir die Abhängigkeit von µ unterdrücken. Zunächst wiederholen wir
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Gleichung (3.29)

wsi (t) = Ti(βi+1, t, 0) bsi +
∫ t

0
Ti(βi+1, t, s)P

s
i+1(βi+1, s) g

s
i (s, w

s
i , w

u
i , βi+1) ds

wui (t) = Ti(βi+1, t, ωi+1)P u
i+1(βi+1, ωi+1) aui+1+∫ t

ωi+1
Ti(βi+1, t, s)P

u
i+1(βi+1, s) g

u
i (s, wsi , w

u
i , βi+1) ds

ŵsi (t) = Ti(βi, t,−ωi) P̂ s
i (βi,−ωi) asi+∫ t

−ωi Ti(βi, t, s) P̂
s
i (βi, s) ĝ

s
i (s, ŵ

s
i , ŵ

u
i , βi) ds

ŵui (t) = Ti(βi, t, 0) bui +
∫ t

0
Ti(βi, t, s) P̂

u
i (βi, s) ĝ

u
i (s, ŵsi , ŵ

u
i , βi) ds.

(3.34)

Hier ist t ∈ [0, ωi+1] in den ersten beiden und t ∈ [−ωi, 0] in den letzten beiden Gleichungen.

Ferner ist bi nach Lemma 3.7 gegeben durch

(bsi , b
u
i ) = B2

i (w
u
i (0), ŵsi (0)),(3.35)

wobei B2
i linear in (wui (0), ŵsi (0)) ist. Wir beachten, daß B2

i nicht explizit von µ abhängt.

Die Größen (asi , a
u
i ) waren durch die Fixpunktgleichung (3.25)

P̂ s
i (βi,−ωi) asi = −dsi (βi) + P s

i (βi, ωi)wi−1(ωi) + P s
i P

u
i (βi, ωi) a

u
i +

P u
i P̂

s
i (βi,−ωi) asi

P u
i (βi, ωi) a

u
i = dui (βi) + P̂ u

i (βi,−ωi) ŵi(−ωi) + P u
i P̂

s
i (βi,−ωi) asi+

P s
i P

u
i (βi, ωi) a

u
i

(3.36)

definiert worden. Dabei wird di wie in (3.17) unter Berücksichtigung der Abhängigkeit von

β gegeben durch

di(βi, ωi) := qi(−(1 + βi)ωi) + ûi(µ,−(1 + βi)ωi)− qi−1((1 + βi)ωi)− ui−1(µ, (1 + βi)ωi).

In allen obenstehenden Ausdrücken hängen natürlich wi(β, µ) und ŵi(β, µ) von β ab.

Die Gleichungen (3.34) bis (3.36) müssen nun abgeschätzt werden. Wir beschränken uns

dabei auf Abschätzungen der Ableitungen erster Ordnung in β, denn diese reicht für die

später behandelte Anwendung aus. Abschätzungen für die höheren Ableitungen erhält man

aber auf die gleiche Art und Weise.

Definition. Wir definieren

Aui (βi) := Ti−1(βi, 0, ωi)P
u
i (βi, ωi) a

u
i

Asi (βi) := Ti(βi, 0,−ωi) P̂ s
i (βi,−ωi) asi

und
Jui :=

∫ ωi+1

0
Ti(βi+1, 0, t)P

u
i+1(βi+1, t) g

u
i (t, wsi , w

u
i , βi+1) dt

Jsi :=
∫ 0

−ωi Ti(βi, 0, t) P̂
s
i (βi, t) ĝ

s
i (t, ŵ

s
i , ŵ

u
i , βi) dt.

Ferner werden wir Konstanten, die unabhängig von (ω,β, µ) sind, gleich eins setzen. Da

wir nur Abschätzungen bereit stellen, ist dies wohl gerechtfertigt. Weiter bezeichnet ‖·‖ oft

auch die Supremumsnorm für Familien von Vektoren. Zuletzt definieren wir die Restterme

Ri durch

Rs
i := P̂ s

i (βi,−ωi) asi + dsi , Ru
i := P u

i (βi, ωi) a
u
i − dui .
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beziehungsweise durch dessen Norm.

Mit diesen Definitionen können wir (3.35) mit Hilfe von (3.34) folgendermaßen umschrei-

ben:

(bsi , b
u
i ) = B2

i

(
Aui+1 + Jui , A

s
i + Jsi

)
.(3.37)

Wir führen weitere exponentielle Dichotomien ein. Diese werden benötigt, um die schwach

und stark kontrahierenden beziehungsweise expandierenden Richtungen unterschiedlich

abschätzen zu können. Wir werden dann insbesondere den Term Ti(βi+1, 0,−ωi) P̂ s
i (βi,−ωi)

in die schwach und stark kontrahierenden Richtungen aufspalten können. Diese unterschied-

lichen Abschätzungen brauchen wir später bei der Behandlung der Orbit-Flip Verzweigung.

Definition. Das Spektrum σ(−Ai) erlaube die Aufspaltung in Spektralmengen σ(−Ai) =

σssi ∪ σsi ∪ σui ∪ σuui mit

Re σssi < −αssi < Re σsi < −αsi < 0 < αui < Re σui < αuui < Re σuui .

Wir bezeichnen die Projektionen auf die zu σsi und σssi gehörenden Eigenräume mit Qs
i und

Qss
i . Insbesondere ist daherQs

i+Q
ss
i = P s

i . Analog sindQu
i undQuu

i definiert mitQu
i +Quu

i =

P u
i . Wir erhalten aus Lemma 1.1 die zugehörigen exponentiellen Dichotomien der gestörten

Gleichungen ẋ = −Ai(βi, µ, t)x. Dabei benötigen wir Q̂s
i (βi, µ, t) und Q̂ss

i (βi, µ, t) für t ≤ 0,

sowie Qu
i (βi, µ, t) und Quu

i (βi, µ, t) für t ≥ 0. Aus dem Beweis von Lemma 1.1 und der

getroffenen Koordinatentransformationen folgt dann

Q̂s
i (βi, µ, t) + Q̂ss

i (βi, µ, t) = P̂ s
i (βi, µ, t) t ≤ 0

Qu
i (βi, µ, t) +Quu

i (βi, µ, t) = P u
i (βi, µ, t) t ≥ 0.

Diese Dichotomien erfüllen die Ungleichungen

|∂j (Ti−1(βi, s, t)Q
u
i (βi, t))| ≤ Ke−(αui +γ)(t−s) 0 ≤ s ≤ t

|∂j (Ti−1(βi, s, t)Q
uu
i (βi, t))| ≤ Ke−α

uu
i (t−s) 0 ≤ s ≤ t

|∂j (Ti(βi, t, s) Q̂
s
i (βi, s))| ≤ Ke−(αsi+γ)(t−s) s ≤ t ≤ 0

|∂j (Ti(βi, t, s) Q̂
ss
i (βi, s))| ≤ Ke−α

ss
i (t−s) s ≤ t ≤ 0

für ∂j = Dj
(βi,µ) und j = 0, 1. Zuletzt noch eine letzte Definition. Wir bezeichnen mit rsi

und rui die Konvergenzraten der exponentiellen Dichotomien gegen die konstanten Spek-

tralprojektionen, d.h. es sei

|Dj
βi

(P s
i (βi, µ, t)− P s

i )|
|Dj

βi
(Qu

i (βi, µ, t)−Qu
i )|

|Dj
βi

(Quu
i (βi, µ, t)−Quu

i )|

 ≤ rsi (t)

für t ≥ 0 und j = 0, 1. Entsprechend definieren wir rui (t) für t ≤ 0 bezüglich der Projek-

tionen P̂ u
i , Q̂s

i und Q̂ss
i .
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Bemerkung 3.19 Es gelten die Abschätzungen

rsi := rsi (ωi) ≤ Ke−α
s
iωi

rui := rui (−ωi) ≤ Ke−α
u
i ωi .

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 1.1(ii) und den vorgenommenen Koordinaten-

wechseln. �

Die Konvergenzrate wird später mit Lemma 1.1(iii) besser abgeschätzt werden können.

Lemma 3.20 Es gelten die Abschätzungen

|Jsi | ≤ e−α
sωi ‖d‖2 |Jui | ≤ e−α

uωi+1 ‖d‖2

‖a‖ ≤ ‖d‖.

Ferner gelten mit der Definition

S0 := sup
k∈Z

(
e−α

s
kωk |Qs

kd
s
k|+ e−α

u
kωk |Qu

kd
u
k|+

‖d‖
(
e−αkωk(rsk + ruk) + ‖d‖+ e−α

ss
k ωk + e−α

uu
k ωk

))
die folgenden Abschätzungen für die Restterme

Rs
i ≤ e−α

s
iωiS0 + (rsi + rui ) ‖d‖

Ru
i ≤ e−α

u
i ωiS0 + (rsi + rui ) ‖d‖.

Beweis. Wir stellen als erstes alle beteiligten Größen durch a dar. Anschließend schätzen

wir a mit Hilfe von Gleichung (3.36) durch d ab. Zunächst folgt aus (3.34) und Bemerkung

3.14 leicht {
‖wui ‖ ≤ |aui+1| ‖wsi ‖ ≤ |bsi |+ |wui |2

‖ŵsi ‖ ≤ |asi | ‖ŵui ‖ ≤ |bui |+ |ŵsi |2.
(3.38)

Wir schätzen zuerst Jui und Jsi ab. Dazu beachten wir, daß nach Definition der Norm in

V u
i

|Jui | ≤
∫ ωi+1

0
|Ti(βi+1, 0, t)P

u
i+1(βi+1, t)| |gui (t, wsi , w

u
i , βi+1)| dt

≤ e−α
u
i+1ωi+1 ‖Gu

i (w
s
i , w

u
i )‖

≤ e−α
u
i+1ωi+1 ‖wui ‖ (|wsi |+ |wui |)

≤ e−α
u
i+1ωi+1 |aui+1| (|bsi |+ |aui+1|)

gilt und analog für Jsi
|Jsi | ≤ e−α

s
iωi |asi | (|bui |+ |asi |).

Aus diesen Ungleichungen und aus (3.37) folgt daher

|bsi |+ |bui | ≤ |Asi |+ |Jsi |+ |Aui+1|+ |Jui |
≤ |Asi |+ |Aui+1|+ e−α

u
i+1ωi+1 |aui+1| (|bsi |+ |aui+1|) + e−α

s
iωi |asi | (|asi |+ |bui |)

≤ |Asi |+ |Aui+1|+ e−α
u
i+1ωi+1 |aui+1|2 + e−α

s
iωi |asi |2.
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Wir setzen diese Abschätzung wieder in die obenstehenden Abschätzungen für wsi , ŵ
u
i , Jui

und Jsi ein und erhalten
‖wsi ‖ ≤ |Asi |+ |Aui+1|+ |aui+1|2 + e−α

s
iωi |asi |2

‖ŵui ‖ ≤ |Asi |+ |Aui+1|+ |asi |2 + e−α
u
i+1ωi+1 |aui+1|2

|Jui | ≤ e−α
u
i+1ωi+1 |aui+1|

(
|aui+1|+ |Asi |+ e−α

s
iωi |asi |2

)
|Jsi | ≤ e−α

s
iωi |asi |

(
|asi |+ |Aui+1|+ e−α

u
i+1ωi+1 |aui+1|2

)
.

(3.39)

Wir werden jetzt die Fixpunktgleichung (3.36) für a angehen. Aus der Definition der Nor-

men in Vi und (3.39) folgt zunächst

|wsi (ωi+1)| ≤ e−α
s
i+1ωi+1

(
|Asi |+ |Aui+1|+ |aui+1|2 + e−α

s
iωi |asi |2

)
|ŵui (−ωi)| ≤ e−α

u
i ωi
(
|Asi |+ |Aui+1|+ |asi |2 + e−α

u
i+1ωi+1 |aui+1|2

)
.

Diese Ungleichungen setzen wir in (3.36) ein. Dann erhalten wir für die Restterme Rs
i =

|P̂ s
i (βi,−ωi) asi + dsi | und Ru

i = |P u
i (βi, ωi) a

u
i − dui | die Abschätzung

Rs
i ≤ |wsi−1(ωi)|+ |P s

i P
u
i (βi, ωi) a

u
i |+ |P u

i P
s
i (βi,−ωi) asi |

≤ e−α
s
iωi
(
|Asi−1|+ |Aui |+ |aui |2 + e−α

s
i−1ωi−1 |asi−1|2

)
+ rsi |aui |+ rui |asi |

Ru
i ≤ |ŵui (−ωi)|+ |P s

i P
u
i (βi, ωi) a

u
i |+ |P u

i P
s
i (βi,−ωi) asi |

≤ e−α
u
i ωi
(
|Asi |+ |Aui+1|+ |asi |2 + e−α

u
i+1ωi+1 |aui+1|2

)
+ rsi |aui |+ rui |asi |.

(3.40)

Insbesondere folgt daher
|asi | ≤ |dsi |+Rs

i

≤ |dsi |+ e−α
s
iωi (|asi−1|+ |aui |) + rsi |aui |+ rui |asi |

|aui | ≤ |dui |+ e−α
u
i ωi (|asi |+ |aui+1|) + rsi |aui |+ rui |asi |

(3.41)

und deshalb ist für ωi ≥ Ω

|asi |+ |aui | ≤ |dsi |+ |dui |+ e−α
s
iωi (|asi−1|+ |aui |) + e−α

u
i ωi (|asi |+ |aui+1|) + rsi |aui |+ rui |asi |

≤ |dsi |+ |dui |+ e−α
s
iωi |asi−1|+ e−α

u
i ωi |aui+1|.

Wir können jetzt die Supremumsnorm auf beiden Seiten nehmen und erhalten die gewünsch-

te Abschätzung

‖a‖ ≤ ‖d‖.(3.42)

Aus dieser Gleichung und (3.39) folgen schließlich die Behauptungen über Jui und Jsi .

Wir müssen nunmehr noch die letzte Abschätzung (3.40) für Rs
i und Ru

i verbessern. Hier

kommen nun die neuen Dichotomien Qu und Quu sowie Q̂s und Q̂ss ins Spiel. Wir schreiben

zuerst Asi und Aui um:

Asi = Ti(βi, 0,−ωi) P̂ s
i (βi,−ωi) asi

= Ti(βi, 0,−ωi)
(
Q̂s
i (βi,−ωi) + Q̂ss

i (βi,−ωi)
)
asi

Aui := Ti−1(βi, 0, ωi)P
u
i (βi, ωi) a

u
i

= Ti−1(βi, 0,−ωi) (Qu
i (βi, ωi) +Quu

i (βi, ωi)) a
u
i
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und es folgt {
|Asi | ≤ e−α

s
iωi |Q̂s

i (βi,−ωi) asi |+ e−α
ss
i ωi |asi |

|Aui | ≤ e−α
u
i ωi |Qu

i (βi, ωi) a
u
i |+ e−α

uu
i ωi |aui |.

(3.43)

Damit können wir nun die Restterme unter Beachtung von (3.42) durch

Rs
i ≤ e−α

s
iωi

(
e−α

ss
i−1ωi−1 |asi−1|+ e−α

s
i−1ωi−1 |Q̂s

i−1(βi−1,−ωi−1) asi−1|+
e−α

uu
i ωi |aui |+ e−α

u
i ωi |Qu

i (βi, ωi) a
u
i |+ |aui |2 + e−α

s
i−1ωi−1 |asi−1|2

)
+

rsi |aui |+ rui |asi |
≤ e−α

s
iωi
(
‖d‖ (‖d‖+ e−α

ss
i−1ωi−1 + e−α

uu
i ωi)+

e−α
s
i−1ωi−1 |Q̂s

i−1(βi−1,−ωi−1) asi−1|+ e−α
u
i ωi |Qu

i (βi, ωi) a
u
i |
)

+

(rsi + rui ) ‖d‖

(3.44)

und

Ru
i ≤ e−α

u
i ωi
(
‖d‖ (‖d‖+ e−α

ss
i ωi + e−α

uu
i ωi+1)+

e−α
s
iωi |Q̂s

i (βi,−ωi) asi |+ e−α
u
i+1ωi+1 |Qu

i+1(βi+1, ωi+1) aui+1|
)

+ (rsi + rui ) ‖d‖

abschätzen. Aus der Fixpunktgleichung (3.36) für a folgt nun

Q̂s
i (βi,−ωi) asi = −Qs

i d
s
i + (Qs

i − Q̂s
i (βi,−ωi)) dsi+

Q̂s
i (βi,−ωi)

(
wsi−1(ωi) + P s

i P
u
i (βi, ωi) a

u
i + P u

i P
s
i (βi,−ωi) asi

)
Qu
i (βi, ωi) a

u
i = Qu

i d
u
i + (Qu

i (βi, ωi −Qu
i )) d

u
i +

Qu
i (βi, ωi)

(
wui (−ωi) + P s

i P
u
i (βi, ωi) a

u
i + P u

i P
s
i (βi,−ωi) asi

)
.

Dabei beachte man, daß die Projektionen Qu(t) und P u(t) sowie Q̂s(t) und P̂ s(t) nach

Definition vertauschen. Wir schätzen diese Gleichungen nun ab. Zunächst folgt

|Q̂s
i (βi,−ωi) asi | ≤ |Qs

i d
s
i |+ rui ‖d‖+Rs

i

|Qu
i (βi, ωi) a

u
i | ≤ |Qu

i d
u
i |+ rsi ‖d‖+Ru

i .

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit e−α
s
iωi , die zweite mit e−α

u
i ωi und addieren beide

Ungleichungen

e−α
s
iωi |Q̂s

i (βi,−ωi) asi |+ e−α
u
i ωi |Qu

i (βi, ωi) a
u
i |

≤ e−α
s
iωi |Qs

i d
s
i |+ e−α

u
i ωi |Qu

i d
u
i |+ e−α

s
iωi (rui ‖d‖+Rs

i ) + e−α
u
i ωi (rsi ‖d‖+Ru

i ).

Anschließend setzen wir die Abschätzungen aus Gleichung (3.44) für Rs
i und Ru

i ein und

erhalten

e−α
s
iωi |Q̂s

i (βi,−ωi) asi |+ e−α
u
i ωi |Qu

i (βi, ωi) a
u
i |

≤ e−α
s
iωi |Qs

i d
s
i |+ e−α

u
i ωi |Qu

i d
u
i |+

e−α
s
iωi e−α

s
i−1ωi−1 |Q̂s

i−1(βi−1,−ωi−1) asi−1|+ e−α
u
i ωi e−α

u
i+1ωi+1 |Qu

i+1(βi+1, ωi+1) aui+1|+

‖d‖
(
e−αiωi (rui + rsi ) + e−2αiωi ‖d‖+ e−α

ss
i−1ωi−1 + e−α

uu
i+1ωi+1 + e−α

uu
i ωi + e−α

ss
i ωi
)
.
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Wir bilden nun wieder das Supremum über i und erhalten als Ergebnis

sup
i∈Z

(
e−α

s
iωi |Q̂s

i (βi,−ωi) asi |+ e−α
u
i ωi |Qu

i (βi, ωi) a
u
i |
)

≤ sup
i∈Z

(
e−α

s
iωi |Qs

i d
s
i |+ e−α

u
i ωi |Qu

i d
u
i |+

‖d‖
(
e−αiωi (rui + rsi ) + e−2αiωi ‖d‖+ e−α

ss
i ωi + e−α

uu
i ωi
))

≤ S0.

Damit haben wir alle benötigten Ungleichungen beisammen, um die Behauptungen über

die Abschätzungen der Restterme zu zeigen. Diese folgen nämlich unmittelbar aus (3.44)

und der obenstehenden Ungleichung. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Als nächstes behandeln wir die Ableitungen nach den Parametern βj.

Definition. Wir definieren:

|ai|1 := |ai|+ |Dβiai| |Ai|1 := |Ai|+ |DβiAi|
|bsi |1 := |bsi |+ |Dβi+1

bsi | |bui |1 := |bui |+ |Dβib
u
i |

|Jui |1 := |Jui |+ |Dβi+1
Jui | |Jsi |1 := |Jsi |+ |DβiJ

s
i |

‖wi‖1 := ‖wi‖+ ‖Dβi+1
wi‖ ‖ŵi‖1 := ‖ŵi‖+ ‖Dβiŵi‖.

Weiterhin treffen wir die folgende Konvention: es bezeichne |Dβjyi|∗ den Ausdruck |yi| +
|Dβjyi|, sofern dieser Ausdruck in der obenstehenden Liste von Definitionen vorkommt.

Ansonsten bezeichne |Dβjyi|∗ einfach den Term |Dβjyi|. Zum Beispiel ist ‖Dβi+1
wi‖∗ =

‖wi‖+ ‖Dβi+1
wi‖, während ‖Dβjwi‖∗ = ‖Dβjwi‖ für j 6= i+ 1 ist.

Lemma 3.21 Es sei j ∈ Z fest gewählt. Dann gelten die folgenden Abschätzungen für die

Ableitungen nach βj

|DβjJ
u
i | ≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
e−α

u
i+1ωi+1 + e−α

s
iωi

)
e−αjωj

(
|dj|1 + e−αjωj S0

)
‖d‖ für i 6= j − 1

|Juj−1|1 ≤ e−α
u
j ωj |dj|1 ‖d‖

|DβjJ
s
i | ≤ e−α

s
iωi

(
e−α

s
iωi + e−α

u
i+1ωi+1

)
e−αjωj

(
|dj|1 + e−αjωj S0

)
‖d‖ für i 6= j

|Jsj |1 ≤ e−α
s
jωj |dj|1 ‖d‖.

Wir definieren

S1 := e−α
s
jωj |Qs

j d
s
j|+ e−α

u
j ωj |Qu

j d
u
j |+ |dj|1 (e−α

ss
j ωj + e−α

uu
j ωj) + e−2αjωj S0 +

e−αjωj |dj|1
(
‖d‖+ sup

k∈Z
(rsk + ruk + e−α

ss
k ωk + e−α

uu
k ωk)

)
.

Für die Restterme gilt dann für i 6= j

|DβjR
s
i | ≤ e−α

s
iωi S1 + e−α

u
i ωi e−αjωj rsi |dj|1

|DβjR
u
i | ≤ e−α

u
i ωi S1 + e−α

s
iωi e−αjωj rui |dj|1
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und für i = j

|Rs
j |1 ≤ e−α

s
jωj (S0 + S1 + |dj|1 ‖d‖) + rsj |duj |1 + ruj |dsj|1

|Ru
j |1 ≤ e−α

u
j ωj (S0 + S1 + |dj|1 ‖d‖) + rsj |duj |1 + ruj |dsj|1.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.20 stellen wir zunächst alle abzuschätzenden Ab-

leitungen durch die Ableitungen der ai nach βj dar. Wir müssen hier stets zwei Fälle

unterscheiden, denn es gibt sowohl Größen, die explizit, als auch Terme, die nur implizit,

d.h. über die Kopplungsterme, von βj abhängen.

Unter Beachtung von (3.38) folgt zunächst

‖wui ‖1 ≤ |aui+1|1 ‖ŵsi ‖1 ≤ |asi |1.(3.45)

Weiterhin sehen wir, daß 
‖wsi ‖1 ≤ |bsi |1 + ‖wui ‖1 |wui |

≤ |bsi |1 + |aui+1|1 |aui+1|
‖ŵui ‖1 ≤ |bui |1 + |asi |1 |asi |

(3.46)

gilt. Als nächstes leiten wir die implizit abhängigen Terme ab. Es sei also i 6= j − 1. Dann

erhalten wir
‖Dβjw

u
i ‖ ≤ |Dβja

u
i+1|+ ‖wui ‖ ‖Dβjw

s
i ‖

≤ |Dβja
u
i+1|+ |aui+1| ‖Dβjw

s
i ‖

und ebenso, wenn wir Lemma 3.20 benutzen,

‖Dβjw
s
i ‖ ≤ |Dβjb

s
i |+ ‖Dβjw

u
i ‖ (‖wsi ‖+ |wui |)

≤ |Dβjb
s
i |+ |Dβja

u
i+1| ‖d‖.

Für i 6= j − 1 gelangen wir also zusammenfassend zu{
‖Dβjw

u
i ‖ ≤ |Dβja

u
i+1|+ |aui+1| |Dβjb

s
i |

‖Dβjw
s
i ‖ ≤ |Dβjb

s
i |+ |Dβja

u
i+1| ‖d‖.

(3.47)

Ganz analog folgt natürlich für i 6= j{
‖Dβj ŵ

s
i ‖ ≤ |Dβja

s
i |+ |asi | |Dβjb

u
i |

‖Dβj ŵ
u
i ‖ ≤ |Dβjb

u
i |+ |Dβja

s
i | ‖d‖.

(3.48)

Nun schätzen wir die Ableitungen der Integralterme Jui und Jsi ab. Es folgt zunächst

|DβjJ
u
j−1| ≤ e−α

u
j ωj
(
‖wuj−1‖1 (|wsj−1|+ |wuj−1|) + ‖wuj−1‖ |wsj−1|1

)
≤ e−α

u
j ωj
(
|auj |1 (|bsj−1|+ |auj |) + |auj | |bsj−1|1

)
≤ e−α

u
j ωj
(
|auj |1 ‖d‖+ |auj | |Dβjb

s
j−1|
)
.

Die implizite Ableitung ergibt dagegen für i 6= j − 1

|DβjJ
u
i | ≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
‖Dβjw

u
i ‖ (|wsi |+ |wui |) + ‖wui ‖ |Dβjw

s
i |
)

≤ e−α
u
i+1ωi+1

(
(|Dβja

u
i+1|+ |aui+1| |Dβjb

s
i |) (|bsi |+ |aui+1|)+

|aui+1| (|Dβjb
s
i |+ |Dβja

u
i+1| ‖d‖)

)
≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
|Dβja

u
i+1| ‖d‖+ |aui+1| |Dβjb

s
i |
)
.
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Insgesamt folgt aus den obenstehenden Abschätzungen und den analogen Untersuchungen

für Jsi daher {
|DβjJ

u
i | ≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
|Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖+ |aui+1| |Dβjb

s
i |
)

|DβjJ
s
i | ≤ e−α

s
iωi
(
|Dβja

s
i |∗ ‖d‖+ |asi | |Dβjb

u
i |
)
.

(3.49)

Wir behandeln anschließend die Kopplungsterme bi. Aus (3.49), Lemma 3.20 und der Glei-

chung (3.37) für bi folgt

|Dβjb
s
i |+ |Dβjb

u
i | ≤ |DβjA

s
i |+ |DβjJ

s
i |+ |DβjA

u
i+1|+ |DβjJ

u
i |

≤ |DβjA
s
i |+ |DβjA

u
i+1|+ e−α

s
iωi |Dβja

s
i |∗ ‖d‖+

e−α
u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖

≤ |DβjA
s
i |+ |DβjA

u
i+1|+

‖d‖
(
e−α

s
iωi |Dβja

s
i |∗ + e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗

)
.

(3.50)

Wenn wir diese Ungleichung wieder in (3.49) einsetzen, erhalten wir

|DβjJ
u
i | ≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
|Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖+ |aui+1|

(
|DβjA

s
i |+ |DβjA

u
i+1|+

e−α
s
iωi |Dβja

s
i |∗ ‖d‖+ e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖

))
≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
|Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖+ |aui+1|

(
|DβjA

s
i |+ e−α

s
iωi |Dβja

s
i |∗ ‖d‖

))
und zusammenfassend mit der analogen Abschätzung für Jsi schließlich

|DβjJ
u
i | ≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
|Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖+

|aui+1|
(
|DβjA

s
i |+ e−α

s
iωi |Dβja

s
i |∗ ‖d‖

))
|DβjJ

s
i | ≤ e−α

s
iωi
(
|Dβja

s
i |∗ ‖d‖+

|asi |
(
|DβjA

u
i+1|+ e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗ ‖d‖

))
.

(3.51)

Jetzt können wir uns der Abschätzung von a zuwenden. Dazu müssen wir zuerst wieder

die Terme wsi−1(ωi) und ŵui (−ωi) behandeln. Aus (3.47) und (3.50) folgt zunächst für i 6= j

|Dβjw
s
i−1(ωi)| ≤ e−α

s
iωi
(
|Dβjb

s
i−1|+ |Dβja

u
i | ‖d‖

)
≤ e−α

s
iωi

(
|DβjA

s
i−1|+ |DβjA

u
i |+

‖d‖
(
e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|∗ + e−α

u
i ωi |Dβja

u
i |
)

+ |Dβja
u
i | ‖d‖

)
≤ e−α

s
iωi
(
|DβjA

s
i−1|+ |DβjA

u
i |+

‖d‖
(
e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|∗ + |Dβja

u
i |
))
.

Für i = j kommt zusätzlich der Term bsi−1 vor. Diesen Term können wir nach dem Beweis

von Lemma 3.20 durch S0 abschätzen. Wir erhalten damit also

|wsj−1(ωj)|1 ≤ e−α
s
jωj
(
|DβjA

s
j−1|+ |DβjA

u
j |+ S0+

‖d‖
(
e−α

s
j−1ωj−1 |Dβja

s
j−1|+ |auj |1

))
.

Zusammenfassend bekommen wir für i 6= j
|Dβjw

s
i−1(ωi)| ≤ e−α

s
iωi
(
|DβjA

s
i−1|+ |DβjA

u
i |+

‖d‖
(
e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|∗ + |Dβja

u
i |
))

|wsj−1(ωj)|1 ≤ e−α
s
jωj
(
|DβjA

s
j−1|+ |DβjA

u
j |+ S0+

‖d‖
(
e−α

s
j−1ωj−1 |Dβja

s
j−1|+ |auj |1

))
.

(3.52)
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Eine analoge Formel gilt natürlich für ŵi(−ωi). Für i 6= j können wir die Ableitungen von

ai durch

|Dβj P̂
s
i (βi,−ωi) asi | ≤ |Dβjw

s
i−1(ωi)|+ rsi |Dβja

u
i |

abschätzen. Wir erhalten also für i 6= j, nachdem wir (3.52) eingesetzt haben, die Unglei-

chungen
|Dβj P̂

s
i (βi,−ωi) asi | ≤ e−α

s
iωi
(
|DβjA

s
i−1|∗ + |DβjA

u
i |+

‖d‖
(
e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|∗ + |Dβja

u
i |
))

+ rsi |Dβja
u
i |

|Dβj P
u
i (βi, ωi) a

u
i | ≤ e−α

u
i ωi
(
|DβjA

u
i+1|∗ + |DβjA

s
i |+

‖d‖
(
e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗ + |Dβja

s
i |
))

+ rui |Dβja
s
i |.

(3.53)

Jetzt bilden wir die Ableitung von (3.36) für i = j und beachten dabei Bemerkung 3.19.

Dann folgt

|P̂ s
j (βj,−ωj) asj|1 ≤ |dsj|1 + |Dβj w

s
j−1(ωj)|+ rsj |auj |1

≤ |dsj|1 + e−α
s
jωj
(
|DβjA

s
j−1|+ |DβjA

u
j |+ S0+

‖d‖
(
e−α

s
j−1ωj−1 |Dβja

s
j−1|+ |auj |1

))
+ rsj |auj |1

und es gibt wieder eine analoge Ungleichung für |P u
j (βj, ωj) a

u
j |1. Zusammenfassend erhalten

wir aus diesen Abschätzungen und aus (3.53)
|Dβj P̂

s
i (βi,−ωi) asi |∗ ≤ |Dβj d

s
i |∗ + e−α

s
iωi
(
|DβjA

s
i−1|+ |DβjA

u
i |+ δij S0+

‖d‖
(
e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|∗ + |Dβja

u
i |∗
))

+ rsi |Dβja
u
i |∗

|Dβj P
u
i (βi, ωi) a

u
i |∗ ≤ |Dβj d

u
i |∗ + e−α

u
i ωi
(
|DβjA

u
i+1|+ |DβjA

s
i |+ δij S0+

‖d‖
(
e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗ + |Dβja

s
i |∗
))

+ rui |Dβja
s
i |∗.

(3.54)

Nun addieren wir diese beiden Ungleichungen wieder wie in Lemma 3.20. Nach einigen

Vereinfachungen gelangen wir zu der Ungleichung

|Dβja
s
i |∗ + |Dβja

u
i |∗(3.55)

≤ |Dβjdi|∗ + e−α
s
iωi |DβjA

s
i−1|+ e−α

u
i ωi |DβjA

u
i+1|+ δij e

−αjωj S0 +

‖d‖
(
e−α

s
iωi e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|∗ + e−α

u
i ωi e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|∗

)
.

Anschließend nehmen wir das Supremum über i ∈ Z und es folgt

sup
i∈Z

(
|Dβja

s
i |∗ + |Dβja

u
i |∗
)
≤ |dj|1 + e−αjωj S0.(3.56)

Dieses Ergebnis können wir noch verbessern. Dazu multiplizieren wir alle Gleichungen in

(3.55) außer der j-ten mit eαjωj . Dann erhalten wir für i /∈ {j − 1, j, j + 1} die folgenden

Ungleichungen:

eαjωj
(
|Dβja

s
i |+ |Dβja

u
i |
)
≤ e−α

s
iωi eαjωj |DβjA

s
i−1|+ e−α

u
i ωi eαjωj |DβjA

u
i+1|+

‖d‖ eαjωj
(
e−α

s
iωi e−α

s
i−1ωi−1 |Dβja

s
i−1|+ e−α

u
i ωi e−α

u
i+1ωi+1 |Dβja

u
i+1|
)
.
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Für i = j − 1 und i = j + 1 bekommen wir dagegen

eαjωj
(
|Dβja

s
j−1|+ |Dβja

u
j−1|
)

≤ e−α
s
j−1ωj−1 eαjωj |DβjA

s
j−2|+ e−α

u
j−1ωj−1 eαjωj |Auj |1 +

‖d‖ eαjωj
(
e−α

s
j−1ωj−1 e−α

s
j−2ωj−2 |Dβja

s
j−2|+ e−α

u
j−1ωj−1 e−α

u
j ωj |auj |1

)
≤ e−α

s
j−1ωj−1 eαjωj |DβjA

s
j−2|+ e−α

u
j−1ωj−1 |auj |1 +

‖d‖
(
eαjωj e−α

s
j−1ωj−1 e−α

s
j−2ωj−2 |Dβja

s
j−2|+ e−α

u
j−1ωj−1 |auj |1

)
und analog

eαjωj
(
|Dβja

s
j+1|+ |Dβja

u
j+1|
)

≤ e−α
s
j+1ωj+1 |asj|1 + e−α

u
j+1ωj+1 eαjωj |DβjA

u
j+2|+

‖d‖
(
e−α

s
j+1ωj+1 |asj|1 + eαjωj e−α

u
j+1ωj+1 e−α

u
j+2ωj+2 |Dβja

u
j+2|
)
.

Wieder nehmen wir nun das Supremum über i ∈ Z mit i 6= j und erhalten schließlich nach

einigen Umformungen die Abschätzung

sup
i∈Z, i 6=j

eαjωj
(
|Dβja

s
i |+ |Dβja

u
i |
)
≤ |dj|1 + e−αjωj S0

und zusammen mit (3.53) ergibt sich für i 6= j{
|Dβja

s
i | ≤ e−α

s
iωi e−αjωj (|dj|1 + e−αjωj S0)

|Dβja
u
i | ≤ e−α

u
i ωi e−αjωj (|dj|1 + e−αjωj S0) .

(3.57)

Damit können wir jetzt die Ableitungen der Integralterme Ji abschätzen. Aus (3.51) erhal-

ten wir nämlich zusammen mit der obenstehenden Ungleichung (3.57)

|DβjJ
u
i | ≤ e−α

u
i+1ωi+1

(
e−α

u
i+1ωi+1 + e−α

s
iωi

)
e−αjωj

(
|dj|1 + e−αjωj S0

)
‖d‖ für i 6= j − 1

|Juj−1|1 ≤ e−α
u
j ωj |dj|1 ‖d‖

|DβjJ
s
i | ≤ e−α

s
iωi

(
e−α

s
iωi + e−α

u
i+1ωi+1

)
e−αjωj

(
|dj|1 + e−αjωj S0

)
‖d‖ für i 6= j

|Jsj |1 ≤ e−α
s
jωj |dj|1 ‖d‖

und damit ist die erste Behauptung des Lemmas bewiesen.

Wir wenden uns nun der Abschätzung der Ableitungen der Restterme zu. Dazu müssen wir

wieder wie im Beweis von Lemma 3.20 die Terme Ai genauer untersuchen. Wir schätzen

zuerst die Terme Dβj Q̂
s
i (βi,−ωi) asi und Dβj Q

u
i (βi, ωi) a

u
i ab. Wir erhalten dann für die

gewichtete Summe dieser Ausdrücke für i 6= j aufgrund von (3.52):

e−α
s
iωi |Dβj Q̂

s
i (βi,−ωi) asi |+ e−α

u
i ωi |Dβj Q

u
i (βi, ωi) a

u
i |

≤ e−α
s
iωi |Dβjw

s
i−1(ωi)|+ e−α

u
i ωi |Dβj ŵ

u
i (−ωi)|+ e−αiωi (rsi |Dβja

u
i |+ rui |Dβja

s
i |)

≤ e−αjωj |dj|1
(
e−2αiωi

(
‖d‖+ e−α

uu
i ωi + e−α

ss
i−1ωi−1 + e−α

ss
i ωi + e−α

uu
i+1ωi+1

)
+

e−αiωi
(
e−α

s
iωi rui + e−α

u
i ωi rsi

))
+ e−α

s
iωi e−α

u
i−1ωi−1 |Dβj Q̂

s
i−1(βi−1,−ωi−1) asi−1|∗ +

e−α
u
i ωi e−α

u
i+1ωi+1 |Dβj Q

u
i+1(βi+1, ωi+1) aui+1|∗.
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Die Abschätzung für i = j lautet wieder wegen (3.52) wie folgt.

e−α
s
jωj |Q̂s

j(βj,−ωj) asj|1 + e−α
u
j ωj |Qu

j (βj, ωj) a
u
j |1

≤ e−α
s
jωj |Qs

j d
s
j|1 + e−α

s
jωj ruj |dsj|1 + e−α

s
jωj |wsj−1(ωj)|1 + e−α

s
jωj (rsj |auj |1 + ruj |asj|1) +

e−α
u
j ωj |Qu

j d
u
j |1 + e−α

u
j ωj rsj |duj |1 + e−α

u
j ωj |ŵuj (−ωj)|1 + e−α

u
j ωj (rsj |auj |1 + ruj |asj|1)

≤ e−α
s
jωj |Qs

j d
s
j|1 + e−α

u
j ωj |Qu

j d
u
j |1 + e−αjωj (rsj + ruj ) |dj|1 + e−2αjωj S0 +

e−αjωj |dj|1
(
‖d‖+ e−α

uu
j ωj + e−α

ss
j ωj + e−α

uu
j+1ωj+1 + e−α

ss
j−1ωj−1

)
+

e−αjωj
(
e−α

s
j−1ωj−1 |Dβj Q̂

s
j−1(βj,−ωj−1) asj−1|+ e−α

u
j+1ωj+1 |Dβj Q

u
j+1(βj, ωj+1) auj+1|

)
.

Wir nehmen das Supremum der beiden oben abgeschätzten Terme über i ∈ Z und erhalten

die Ungleichung

sup
i∈Z

(
e−α

s
iωi |Dβj Q̂

s
i (βi,−ωi) asi |∗ + e−α

u
i ωi |Dβj Q

u
i (βi, ωi) a

u
i |∗
)

(3.58)

≤ e−α
s
jωj |Qs

j d
s
j|1 + e−α

u
j ωj |Qu

j d
u
j |1 + e−αjωj |dj|1 + e−2αjωj S0 +(

‖d‖+ sup
i∈Z

(rsi + rui + e−α
uu
i ωi + e−α

ss
i ωi)

)
.

Damit können wir die Ableitungen der Restterme Rs
i und Ru

i abschätzen. Zunächst gilt

|DβjR
s
i |∗ ≤ |Dβjw

s
i−1(ωi)|∗ + |Dβj(P

s
i P

u
i (βi, ωi) a

u
i )|∗ + |Dβj(P

u
i P

s
i (βi,−ωi) asi )|∗

|DβjR
u
i |∗ ≤ |Dβj ŵ

u
i (−ωi)|∗ + |Dβj(P

s
i P

u
i (βi, ωi) a

u
i )|∗ + |Dβj(P

u
i P

s
i (βi,−ωi) asi )|∗.

Wir setzen jetzt die oben bewiesenen Abschätzungen in die Ungleichungen (3.52) für

|Dβjw
s
i−1(ωi)|∗ und |Dβjw

u
i (−ωi)|∗ und dann in die obenstehenden Ungleichungen für |DβjRi|∗

ein. Dabei benutzen wir die Definition

S1 := e−α
s
jωj |Qs

j d
s
j|+ e−α

u
j ωj |Qu

j d
u
j |+ |dj|1 (e−α

ss
j ωj + e−α

uu
j ωj) + e−2αjωj S0 +

e−αjωj |dj|1
(
‖d‖+ sup

k∈Z
(rsk + ruk + e−α

ss
k ωk + e−α

uu
k ωk)

)
von S1 und erhalten zunächst für i 6= j:

|DβjR
s
i | ≤ e−α

s
iωi S1 + e−α

u
i ωi e−αjωj rsi |dj|1

|DβjR
u
i | ≤ e−α

u
i ωi S1 + e−α

s
iωi e−αjωj rui |dj|1.

Für i = j bekommen wir dagegen die folgenden Ungleichungen:

|Rs
j |1 ≤ e−α

s
jωj (S0 + S1 + |dj|1 ‖d‖) + rsj |duj |1 + rui |dsi |1

|Ru
j |1 ≤ e−α

u
j ωj (S0 + S1 + |dj|1 ‖d‖) + rsj |duj |1 + rui |dsi |1.

Damit ist auch die letzte Behauptung des Lemmas bewiesen. �

Zuletzt werden wir noch Abschätzungen für die Ableitungen nach den System-Parametern

µ bereit stellen. Dazu definieren wir ω := infi∈Z ωi und α := min1≤i≤N αi.
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Lemma 3.22 Für die Ableitungen nach µ gelten die Abschätzungen

|DµJi|, |D(µ,βj)Ji| ≤ e−3αω

|DµRi|, |D(µ,βj)Ri| ≤ e−2αω

gleichmäßig in j ∈ Z.

Beweis. Zunächst folgt aus Lemma 3.16 und (3.32), daß die Lösungen zusammen mit ihren

Ableitungen nach (β, µ) in V liegen. Außerdem können die Ableitungen der Dichotomien

nach Lemma 1.1(ii) dank der vorgenommenen Koordinatentransformationen durch e−αω

abgeschätzt werden. Die Behauptung folgt dann leicht aus den Gleichungen (3.34), (3.37)

und (3.36). Die Details seien hier übergangen. �

Damit können wir schließlich den folgenden Satz beweisen.

Satz 3 Wir können den Sprung Ξi(ω, µ) in der Form

Ξi(ω, µ) = ξi(ω, µ) + ξ∞i (µ)

= 〈Ψi(µ, ωi+1), qi+1(−ωi+1) + ûi+1(µ,−ωi+1)〉−
〈Ψi(µ,−ωi), qi−1(ωi) + ui−1(µ, ωi)〉+ ξ∞i (µ) + R̃i(ω, µ).

darstellen. Für den Restterm R̃i und seine Ableitungen gelten die Abschätzungen:

|R̃i| ≤ e−α
u
i+1ωi+1 Ru

i+1 + e−α
s
iωi Rs

i + |Jui |+ |Jsi |
|DβjR̃i| ≤ e−α

u
i+1ωi+1 |DβjR

u
i+1|∗ + e−α

s
iωi |DβjR

s
i |∗ + |DβjJ

u
i |∗ + |DβjJ

s
i |∗

|DµR̃i|, |DµDβjR̃i| ≤ e−3αω

Beweis. Die Darstellung des Sprungs ξi folgt aus Bemerkung 3.8 und Gleichung (3.20).

Die Abschätzungen des Restterms R̃i folgen aus den Definitionen der Integralterme Ji und

der Restterme Ri. Vergleiche außerdem Lemma 3.22 für die Ableitungen von R̃i nach den

Parametern µ. �

Bemerkung 3.23 Die Fehlerabschätzungen für die im Satz angegebenen Grössen Ri und

Ji finden sich in den Lemmata 3.20 und 3.21.

Zum Schluß noch zwei Bemerkungen.

Bemerkung 3.24 Bis hierher war vorausgesetzt worden, daß ωi <∞ für alle i ∈ Z galt.

Tatsächlich existiert der Limes ωj → ∞ aller eingeführter Größen. Dies sieht man leicht

anhand der Integralgleichungen (3.34) und der eingeführten Normen, denn die instabilen

Koordinaten wuj für t ≥ 0 beziehungsweise die stabilen Anteile ŵsj−1 für t ≤ 0 der Lösun-

gen (ŵj−1, wj) konvergieren gegen Null für ωj → ∞. Außerdem gelten alle bewiesenen

Abschätzungen auch im Limes.
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Bemerkung 3.25 Die Gleichungen (3.16) - beziehungsweise (3.19) und (3.19) - und da-

her auch die Verzweigungsgleichungen sind äquivariant unter dem Links-Shift σN um N

Indizes. Dabei ist N die Anzahl der heteroklinen Orbits qi(t) entlang derer man Lösungen

sucht. Insbesondere im Fall eines homoklinen Orbits q0(t) sind die Verzweigungsgleichun-

gen äquivariant unter dem üblichen Shift σ, denn dann ist ja N = 1. Für die Restterme

R̃i folgt aus der Äquivarianz unter dem Shift σN

R̃i(ω, µ) = R̃i−N(σN(ω), µ)

und daher für die Differenz zweier Restterme die Identität

R̃i(ω, µ)− R̃i+kN(ω, µ) = R̃i(ω, µ)− R̃i(σ
k
N(ω), µ)(3.59)

für jedes k ∈ Z. Ferner sind Lösungen x(ω, µ) von (3.16) mit σkn(ω) = ω periodisch; sie

umlaufen den heteroklinen Zyklus bestehend aus den N verschiedenen Orbits qi(t) insgesamt

k-mal, bevor sie sich schließen. Es genügt daher, die ersten kN Gleichungen modulo kN

zu lösen, um derartige k-periodische Lösungen zu finden. Dies wird in den Anwendungen

in Abschnitt 4.2 ausgenutzt.

3.4 Diskussion

In diesem Kapitel haben wir Lins Methode so modifiziert, daß zum einen auch Verzwei-

gungsprobleme mit höherer Kodimension behandelt und zum anderen brauchbare Feh-

lerabschätzungen der Restterme bewiesen werden können. Im wesentlichen erreichten wir

diese Ziele durch die strikte Trennung der zwei Komponenten der Verzweigungsgleichungen,

nämlich des Separierens der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten und des Einflusses

der Rückkehrzeiten ω. Um diese Trennung durchführen zu können, waren wir gezwungen,

dem Problem angepaßte Koordinaten zu wählen. Allein dieser Zwang verhindert die An-

wendung auf semilineare parabolische Gleichungen. Denn bereits der Koordinatenwechsel,

der zu W s
loc(p0) ⊂ RP s

0 führt, wird die semilineare in eine quasilineare Gleichung transfor-

mieren. Vielleicht kann man trotz der hier sichtbar werdenden technischen Probleme diese

Methode auch auf partielle Differentialgleichungen anwenden.
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4. Anwendungen der geometrischen und analytischen

Methode

4.1 Verzweigungen mit Kodimension eins

In diesem Abschnitt werden wir die Zentrumsmannigfaltigkeit anwenden, um Bifurkationen

mit Kodimension eins auf gewisse semilineare parabolische Gleichungen zu verallgemeinern.

Wir betrachten also die parabolische Differentialgleichung

ẋ+ Ax = f(x)(4.1)

unter der folgenden Voraussetzung (A).

(A) Es sei A sektoriell, f : Xα → X ∈ C1,β für β > 0 und f(0) = Df(0) = 0. Ferner sei

q(t) ein homokliner Orbit von (4.1).

Wie in der Einleitung bemerkt, werden zur Untersuchung der Dynamik in der Nähe von

homoklinen Lösungen oft Linearisierungen oder Quasilinearisierungen wie die Shilnikov-

Variablen (siehe [13]) benötigt. Diese Werkzeuge stehen für unendlich-dimensionale Syste-

me nicht zur Verfügung. Wir werden im folgenden Lemma sehen, daß zumindest in einigen

generischen Fällen Linearisierungen auf der homoklinen Zentrumsmannigfaltigkeit möglich

sind, obwohl diese nur in C1,β liegt.

Lemma 4.1 Es sei

ẋ+ Ax = f(x), x ∈ Rn(4.2)

mit f ∈ C1,β für β > 0 und f(0) = Df(0) = 0. Der zugehörige Fluß heiße Φ(t, x). Das

Spektrum von −A besteht aus einfachen Eigenwerten σ(−A) = {λs, λu} mit Reλs < 0 <

Reλu (insbesondere ist 2 ≤ n ≤ 4).

Dann existiert eine Abbildung h : Uδ(0)→ R
n ∈ C1 für δ > 0 klein mit h(0) = Dh(0) = 0

und id+ h konjugiert den Fluß Φ(t, ·) mit der Linearisierung e−At von (4.2).

Beweis. Zunächst existieren die lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeit W s
loc(0) und

W u
loc(0) ∈ C1,β. Dann gibt es eine C1,β-Abbildung g : Uδ → R

n mit g(0) = Dg(0) = 0, so

daß für den transformierten Fluß Φ̂t := (id + g)−1 ◦ Φt ◦ (id + g) der stabile und instabile

Eigenraum invariant sind. Wir beachten hier, daß zwar das transformierte Vektorfeld nur

noch in Cβ ist, der transformierte Fluß Φ̂t aber weiterhin in C1,β liegt. Die Existenz einer

Konjugation id + ĥ von e−A und Φ̂(1, ·) mit ĥ(0) = Dĥ(0) = 0 folgt dann aus Resultaten

von Belitskii [2, Thm. A, p. 276]. Denn setze dort G = Λ = F ′(0) := e−A und F := Φ̂(1, ·).
Beachte außerdem, daß in der Notation von [2] mit Γ = {{1}, {2}, {1, 2}} folgendes gilt

(vergleiche [2, §3 ex. 2])

I(Γ,Λ; 1, β) = [e(Reλs+βReλu), e(Reλu+βReλs)]
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Deshalb folgt Reλs,Reλu /∈ I(Γ,Λ; 1, β) und die Voraussetzungen des zitierten Satzes in

[2] sind erfüllt.

Das Resultat für die Flüsse folgt nun wie in Hartman [22, IX.9]. Wir definieren

id+ h̃ :=

∫ 1

0

eAs ◦ (id+ ĥ) ◦ Φ̂(s, ·) ds

Dann ist h̃(0) = 0 und id+Dh̃(0) =
∫ 1

0
eAs (id+Dĥ(0))DΦ̂(s, 0) ds = id. Deshalb ist id+ h̃

invertierbar auf Uδ(0) für δ > 0 klein genug. Die Abbildung (id + h̃) ist eine Konjugation

von e−At und Φ̂(t, ·), vergleiche [22, IX.9]. Wir erhalten durch (id+ g) ◦ h̃ ∈ C1 schließlich

die gewünschte Konjugation von Φt und e−At. �

Damit können wir die für das Shilnikov-Chaos benötigten Differenzierbarkeitsvorausset-

zungen abschwächen. So reicht zum Beispiel f ∈ C1,β(Rn) aus, um unter den üblichen

Generizitätsannahmen an das Vektorfeld Shilnikov-Chaos wie in [15, Thm. 2.1] nachzuwei-

sen. Tatsächlich werden die Differenzierbarkeitsbedingungen an die Nichtlinearität f nur

für die Linearisierbarkeit des Flusses um das Gleichgewicht herum gebraucht, vergleiche

etwa Deng [15, Rem. (c) nach Thm. 2.1] oder Tresser [40].

Wir können daher mit Hilfe der Reduktion auf die Zentrumsmannigfaltigkeit Shilnikov-

Chaos für gewisse semilineare parabolische Gleichungen beweisen. Es gilt nämlich das fol-

gende Resultat.

Satz 4 Die Voraussetzung (A) sei erfüllt. Das Spektrum von −A zerfalle in σ(−A) =

σss(−A) ∪ {λs, λu} ∪ σuu(−A) mit Re σss(−A) < Reλs < 0 < Reλu < Re σuu(−A). Dabei

seien λs und λu einfache Eigenwerte. P s
0 , P c

0 und P u
0 seien die zugehörigen Spektralpro-

jektionen. Der homokline Orbit q(t) besitze exponentielle Dichotomien P s(t) und P c(t) für

t ≥ 0, sowie P̂ u(t) und P̂ c(t) für t ≤ 0 mit den üblichen Eigenschaften (2.2) und (2.3).

Ferner erfüllen diese Projektionen die Gleichung

RP̂ u(0)⊕
(

RP s(0)⊕ RP c(0)
)

= Xα

RP s(0)⊕
(

RP̂ u(0)⊕ RP̂ c(0)
)

= Xα

und es gelte einer der folgenden drei Annahmen.

(i) Imλs, Imλu 6= 0 und Reλs 6= Reλu

(ii) Imλs 6= 0, λu ∈ R und |Reλs| < λu

(iii) Imλu 6= 0, λs ∈ R und |λs| > Reλu.

Dann existiert eine Zentrumsmannigfaltigkeit W c
hom für (4.1) und die Resultate von Tresser

[40] und Deng [15] gelten für den Fluß auf W c
hom und damit für das volle System (4.1).

Insbesondere existieren daher Hufeisen in der Nähe des homoklinen Orbits q(t).
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4.2 Verzweigungen mit Kodimension zwei

4.2.1 Die Orbit-Flip Verzweigung

Die Orbit-Flip Verzweigung ist dadurch charakterisiert, daß für µ = 0 ein homokliner Orbit

q(t) an ein hyperbolisches Gleichgewicht existiert, der in der stark stabilen - oder der stark

instabilen - Mannigfaltigkeit enthalten ist. Wir wollen nun die entstehenden Verzweigungen

untersuchen. Betrachte also die gewöhnliche Differentialgleichung

ẋ+ Ax = f(x, ε) (x, ε) ∈ Rn ×M(4.3)

mit f ∈ Ck+4 für k ≥ 2 und f(0, ε) = Dxf(0, 0) = 0. Außerdem sei n ≥ 3 und M ⊂ Rp mit

p ≥ 2 sei eine offene Umgebung der Null.

(H1) Das Spektrum von −A sei von der Gestalt σ(−A) = {−λs(ε)} ∪ σss(−A) ∪ σu(−A)

mit Re σss(−A) < −αss < −λs(ε) < −αs < 0 und Re σu(−A) > 0 für alle ε ∈ M .

Ferner sei −λs(ε) ein einfacher Eigenwert.

Wir wählen dann Koordinaten wie in Abschnitt 3.3. Insbesondere sind dann die zu der

Spektralzerlegung von σ(−A) gehörenden Projektionen unabhängig von ε. Wir bezeichnen

diese Projektionen mit Qs
0, P ss

0 und P u
0 . Ferner sei P s

0 = Qs
0 +P ss

0 . Wir nehmen o.B.d.A. an,

daß alle Eigenräume paarweise senkrecht aufeinander stehen. Die Spektralprojektionen sind

daher insbesondere orthogonale Abbildungen. Aufgrund der Koordinatenwahl ist die lokale

stabile, stark stabile und instabile Mannigfaltigkeit in dem entsprechendem Eigenraum

enthalten. Weiterhin gelte

(H2) Es sei q(t) ein homokliner Orbit von (4.3) für ε = 0 mit q(0) ∈ W ss(0). Ferner

gelte für die exponentiellen Dichotomien P s(t) für t ≥ 0 und P̂ u(t) für t ≤ 0 der

Variationsgleichung v̇ + Av = Dxf(q(t), 0) v entlang von q(t) folgendes:

RP s(0) ∩ RP̂ u(0) = span q̇(0).

Wir bezeichnen mit ψ(t) wieder die - bis auf konstante Vielfache - eindeutig bestimmte

beschränkte Lösung der adjungierten Variationsgleichung; vergleiche Abschnitt 3.2.

Wir setzen Q̂s
∗(0,−Ω)ψ(−Ω) 6= 0 voraus. Dabei haben wir Lemma 1.8 auf die ad-

jungierte Variationsgleichung angewendet (Qs
∗(0,−Ω) entspricht dort der Abbildung

Qs(0,−Ω)).

Die Voraussetzung über ψ(t) bedeutet, daß ψ(t) sich generisch verhält für t → −∞. Ins-

besondere ist die exponentielle Konvergenzrate von ψ(t) größer als −αss. Dann können

wir Lemma 3.3 anwenden und erhalten Lösungen q(t) + u(ε, t) ∈ W s(ε, 0) für t ≥ 0 und

q(t) + û(ε, t) ∈ W u(ε, 0) für t ≤ 0. Die Ableitung des Sprungs ξ∞(ε) = û(ε, 0)− u(ε, 0) an

der Stelle ε = 0 ist nach Lemma 3.3 durch das Melnikov-Integral

Dεξ
∞(0) =

∫ ∞
−∞

〈
ψ(t), Dεf(q(t), 0)

〉
dt(4.4)
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gegeben. Es gilt dann die folgende Bemerkung.

Bemerkung 4.2 Es existiert ein vs(ε) ∈ RQs
0 mit vs(ε) ∈ Ck und folgenden Eigenschaf-

ten:
vs(ε) = limt→∞ e

λs(ε)t (q(t) + u(ε, t))

|q(t) + u(ε, t)− e−λs(ε)t vs(ε)| ≤ Ce−min(αss,2λs(0))t

Diese Abschätzung gilt auch noch für die Ableitung nach t. Ferner ist v(0) = 0.

Beweis. Die ersten Behauptungen folgen aus Lemma 1.7. Da u(0, ·) ≡ 0 ist, liegt auch

q(0) + u(0, 0) = q(0) ∈ W ss(0) in der stark stabilen Mannigfaltigkeit für ε = 0. Daher ist

v(0) = 0, denn v(ε) ∈ RQs
0 und W ss

loc(ε, 0) ⊂ RQss
0 . �

Wir zeigen jetzt, daß für generische Vektorfelder f tatsächlich Dεv(0) 6= 0 ist. Dazu definie-

ren wir wieder exponentielle Dichotomien Qs(t) und Qss(t) für die Linearisierung entlang

des homoklinen Orbits für t ≥ 0 und ε = 0, die die Spektralprojektionen Qs
0 und Qss

0

fortsetzen. Wir können Qs(0) ⊂ Y wählen, da span q̇(0) ⊂ Qss(0) ist.

Bemerkung 4.3 Es sei

K(t) := P (Y, Z ⊕ span q̇(0))T (0, t) ·

{
(Qs(t) + P u(t)) t ≥ 0

P̂ s(t) t ≤ 0,

wobei T (t, s) die Fundamentallösung der Linearisierung des Vektorfelds entlang q(t) sei.

Dann gilt für ein ν 6= 0∫ ∞
−∞

Qs(0)K(t)Dεf(q(t), 0) dt = ν ·Dεv
s(0).

Hier werden RQs(0) und RQs
0 mit Hilfe des Skalarprodukts kanonisch mit R identifiziert.

Beweis. Zunächst existiert das Integral
∫∞
−∞ T (0, t)Qs(t)Dεf(q(t), 0) dt wegen der Abschätz-

ungen |Dεf(q(t), 0)| ≤ C |q(t)| ≤ C e−α
sst und |T (0, t)Qs(t)| ≤ C eα

st. Weiter folgt aus

Lemma 3.2, daß die Qs(0)-Komponente von q(0) + u(ε, 0) durch

Qs(0) (q(0) + u(ε, 0)) = Qs(0)P (Y, Z ⊕ span q̇(0)) ·(∫ ∞
0

T (ε, 0, t)P u(ε, t) g(t, u(ε, t), ε) dt+

∫ 0

−∞
T (ε, 0, t) P̂ s(ε, t) ĝ(t, û(ε, t), ε) dt

)
gegeben ist. Zum anderen ist das eindeutig bestimmte über Qss

0 (q(0) + u(ε, 0)) liegende

Element der stark stabilen Mannigfaltigkeit bei t = 0 durch einen Ausdruck der Form

q(0) +Qss(0)u(ε, 0) +
∫ 0

∞ T (0, t)Qs(t)
(
f
(
q(t) + wss(ε, t) + h(t, Qss(0)u(ε, 0), ε), ε

)
−

f(q(t), 0)−Dxf(q(t), 0)
(
wss(ε, t) + h(t, Qss(0)u(ε, 0), ε)

))
dt
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gegeben. Die Abbildung h erfüllt dabei h(t, Qss(0)u(0, 0), 0) = 0. Ferner ist wss(ε, t) der

stark stabile Anteil der Lösung q(t) + wss(ε, t) + h(t, Qss(0)u(ε, 0), ε) mit wss(ε, 0) =

Qss(0)u(ε, 0) und es ist insbesondere wss(0, 0) = 0.

Die Ableitung der Differenz der beiden oben beschriebenen Ausdrücke nach ε an der Stelle

ε = 0 stimmt nun mit dem Integral
∫∞
−∞Q

s(0)K(t)Dεf(q(t), 0) dt überein. Daher gibt der

Integralterm die lineare Änderung des Abstandes von q(0) + u(ε, 0) von der stark stabilen

Mannigfaltigkeit bezüglich Änderungen von ε an. Auf der anderen Seite haben wir in der

Nähe des Gleichgewichts nach Lemma 1.7 die Darstellung

Qs
0 u(ε, t) = e−λ

s(ε)t vs(ε) +

∫ ∞
t

e−λ
s(ε)(t−τ)Qs

0 f(q(τ) + u(ε, τ), ε) dτ(4.5)

für t ≥ Ω. Wir beachten nun, daß wir W ss
loc(ε, 0) ⊂ RQss

0 angenommen haben. Dann ist die

Ableitung des oben stehenden Terms nach ε an der Stelle ε = 0 wegen vs(0) = 0 gegeben

durch

Qs
0 Dεu(0, t) = e−λ

s(0)tDεv
s(0) +

∫ ∞
t

e−λ
s(0)(t−τ) Qs

0Dxf(q(τ), 0)Qs
0 Dεu(0, τ) dτ.

Ferner gilt Qs
0Dεu(0, t) ∈ spanQs

0Dεu(0,Ω) für t ≥ Ω. Daher sind Dεv(0) und der Integral-

ausdruck
∫∞
−∞Q

s(0)K(t)Dεf(q(t), 0) dt linear abhängig. Falls einer der Terme verschwin-

det, muß der andere Ausdruck wegen (4.5) und der Bedeutung des Integralterms ebenfalls

Null sein. Damit folgt die Behauptung des Lemmas. �

Damit können wir die Voraussetzung über die Abhängigkeit der Nichtlinearität f von den

Parametern ε formulieren.

(H3) Die beiden Vektoren
∫∞
−∞〈ψ(t), Dεf(q(t), 0)〉 dt und

∫∞
−∞Q

s(0)K(t)Dεf(q(t), 0) dt

seien linear unabhängig.

Wir beachten hier, daß diese Annahme generisch ist. Tatsächlich sind die Funktionale∫∞
−∞〈ψ(t), ·〉 dt und

∫∞
−∞〈K(t)∗Qs(0)∗, ·〉 dt unabhängig, denn der Kern von ψ(t) enthält

nach Definition den Unterraum RP s(t), während K(t)∗Qs(0)∗ auf RQs(t) für t ≥ 0 nicht

identisch verschwindet.

Aufgrund von Bemerkung 4.3 sind dann auch
∫∞
−∞〈ψ(t), Dεf(q(t), 0)〉 dt und Dεv

s(0) linear

unabhängig. Nach einer geeigneten Parametertransformation µ = µ(ε) in M gilt daher{
µ1 = vs(µ)

µ2 = ξ∞(µ).
(4.6)

Wegen Gleichung (4.4) und aufgrund der linearen Unabhängigkeit ist nämlich der Rangsatz

in [3, Satz 5.4] anwendbar.

Bemerkung 4.4 Tatsächlich können wir auch direkt Dεv(0) 6= 0 voraussetzen, denn ψ(t)

operiert wie beschrieben stets auf dem Komplement der Summe Tq(t)W
s(p0) + Tq(t)W

u(p0)
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der Tangentialräume der invarianten Mannigfaltigkeiten entlang des homoklinen Orbits.

Dagegen hängt Dεv(0) nur von dem Fluß innerhalb der stabilen Mannigfaltigkeit ab. Daher

sind das Melnikov Integral und die Ableitung Dεv(0) generisch linear unabhängig. Hier

haben wir wieder RQs
0 ⊂ R identifiziert.

Bevor wir die ersten Verzweigungsgleichungen aufstellen, eine weitere Voraussetzung.

(H4) Es sei σu(A) = {λu(ε)} ∪ σuu(A) mit Reσuu(A) > αuu > λu(ε) > αu > 0 und λu(ε)

sei einfach. Dann können wir erneut

vu(ε) := lim
t→−∞

e−λ
u(ε)t (q(t) + û(ε, t))

definieren, vergleiche Lemma 1.7. Es sei vu(0) 6= 0 und Qu
∗(0,Ω)ψ(Ω) 6= 0, vergleiche

wieder Lemma 1.8.

Nun folgt das angekündigte Lemma.

Lemma 4.5 Die Voraussetzungen (H1) bis (H4) seien erfüllt. Ferner sei λu(0) < αss.

Dann erhalten wir die folgenden Verzweigungsgleichungen in den Parametern µ

Ξi(ω, µ) = µ1 c1(µ) e−2λs(µ)ωi + c2(µ) e−2λu(µ)ωi+1 + µ2 +Ri = 0

mit c1(0), c2(0) 6= 0. Für die Fehlerterme gelten die Abschätzungen

Ri = R̃i + O
(
e−2αuωi+1(e−(αuu−αu)ωi+1 + e−min(αs,αu)ωi+1)+

|µ1|e−2αsωi(e−min(αs,αu)ωi + e−(αss−αs)ωi) + e−α
ssωi(e−α

ssωi + e−(αs+αu)ωi)
)

DωjRi = DβjR̃i + δ(i+1) j O
(
e−2αuωi+1(e−(αuu−αu)ωi+1 + e−min(αs,αu)ωi+1)

)
+

δij O
(
|µ1|e−2αsωi(e−min(αs,αu)ωi + e−(αss−αs)ωi)+

(e−2αsωi + e−α
ssωi)(e−α

ssωi + e−(αs+αu)ωi)
)

und für ein γ > 0

DµRi, DµDωjRi = O(e−(2 min(αs,αu)+γ)ω).

Beweis. Betrachte die Formel für die Sprünge Ξi aus Satz 3. Wir müssen nur zeigen, daß

wir 〈ψ(µ,−ωi), q(ωi)+u(µ, ωi)〉 und 〈ψ(µ, ωi+1), q(−ωi+1)+ û(µ,−ωi+1)〉 in der im Lemma

angegebenen Form darstellen können. Zunächst können wir die Lösungen der adjungierten

Gleichung wegen Lemma 1.8 wie folgt entwickeln.{
|ψ(µ,−ωi)− e−λ

s(µ)(ωi−Ω)Q̂s
∗(µ,−Ω)ψ(µ,−Ω)| ≤ e−α

ssωi + e−(αs+αu)ωi

|ψ(µ, ωi+1)− e−λu(µ)(ωi+1−Ω)Qu
∗(µ,Ω)ψ(µ,Ω)| ≤ e−α

uuωi+1 + e−(αs+αu)ωi+1 .
(4.7)

Die gleichen Abschätzungen gelten auch für die Ableitungen nach µ und ωi. Aufgrund von

Lemma 1.7 gilt weiterhin{
q(ωi) + u(µ, ωi) = µ1 e

−λs(µ)ωi + O(e−α
ssωi)Qss

0 + O(|µ1|e−2αsωi)

q(−ωi+1) + û(µ,−ωi+1) = e−λ
u(µ)ωi+1 vu(µ) + O(e−2αu(µ)ωi+1 + e−α

uu(µ)ωi+1)
(4.8)
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und wieder erhält man die gleiche Abschätzung für die Ableitungen nach µ und ωi. Aus

(4.7) und (4.8) folgt dann

〈ψ(µ,−ωi), q(ωi) + u(µ, ωi)〉
=

〈
e−λ

s(µ)(ωi−Ω) Q̂s
∗(µ,−Ω)ψ(µ,−Ω) + O(e−α

ssωi + e−(αs+αu)ωi),

µ1e
−λs(µ)ωi + O(e−α

ssωi)P ss
0 + O(|µ1|e−2αsωi)

〉
=

〈
e−λ

s(µ)(ωi−Ω) Q̂s
∗(µ,−Ω)ψ(µ,−Ω), µ1e

−λs(µ)ωi
〉

+

O
(
(e−α

ssωi + e−(αs+αu)ωi)(|µ1|e−α
sωi + e−α

ssωi)
)

+ O
(
|µ1|e−2αsωie−α

sωi
)

= µ1 c1(µ) e−2λs(µ)ωi +

O
(
|µ1|e−2αsωi(e−min(αs,αu)ωi + e−(αss−αs)ωi) + e−α

ssωi(e−α
ssωi + e−(αs+αu)ωi)

)
.

Beachte dabei, daß nach Lemma 1.8 und aufgrund der Orthogonalität der Spektralprojek-

tionen die Abbildung Q̂s
∗(µ,−Ω) Werte in RQs

0 annimmt. Nach Voraussetzung ist ferner

c1(µ) 6= 0. Ebenso erhalten wir für den anderen Term

〈ψ(µ, ωi+1), q(−ωi+1) + û(µ,−ωi+1)〉
=

〈
e−λ

u(µ)(ωi+1−Ω) Qu
∗(µ,Ω)ψ(µ,Ω) + O(e−α

uuωi+1 + e−(αs+αu)ωi+1),

e−λ
u(µ)ωi+1 vu(µ) + O(e−2αu(µ)ωi+1 + e−α

uu(µ)ωi+1)
〉

=
〈
e−λ

u(µ)(ωi+1−Ω) Qu
∗(µ,Ω)ψ(µ,Ω), e−λ

u(µ)ωi+1 vu(µ)
〉

+

O
(
e−α

uωi+1(e−2αuωi+1 + e−α
uuωi+1)

)
+ O

(
(e−α

uuωi+1 + e−(αs+αu)ωi+1)e−α
uωi+1

)
= c2(µ) e−2λu(µ)ωi+1 + O

(
e−2αuωi+1(e−(αuu−αu)ωi+1 + e−min(αs,αu)ωi+1)

)
.

Wieder ist nach Voraussetzung c2(µ) 6= 0. Die Abschätzungen für die Ableitungen verlau-

fen analog. Damit ist das Lemma bewiesen. �

Für den Fall λu(0) > λss(0) benötigen wir zusätzlich zu (H4) noch weitere Voraussetzungen.

(H5) Es sei σss(A) = {−λss(µ)} ∪ σr(A) mit Re σr(A) < −αr < −λss(µ) < −αss und

−λss(ε) sei einfach. Dann sei q(0) /∈ W r(0) und Q̂ss
∗ (0,−Ω)ψ(−Ω) 6= 0. Dabei haben

wir die Projektion P s diesmal entsprechend der obenstehenden Spektralzerlegung in

Qs
0 +Qss

0 + P r
0 unterteilt und zugehörige exponentielle Dichotomien definiert.

Dann gilt das nächste Lemma.

Lemma 4.6 Die Voraussetzungen (H1) bis (H5) seien erfüllt. Ferner sei diesmal λu(0) >

λss(0). Dann erhalten wir die folgenden Verzweigungsgleichungen in den Parametern µ

Ξi(ω, µ) = µ1 ĉ(µ) e−2λs(µ)ωi + ĉ1(µ) e−(λss(µ)+λss(0,µ̂))ωi + ĉ2(µ) e−2λu(µ)ωi+1 + µ2 +Ri = 0
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mit ĉ(0), ĉ1(0) und ĉ2(0) 6= 0. Für die Fehlerterme gelten die Abschätzungen

Ri = R̃i + O
(
e−2αuωi+1(e−(αuu−αu)ωi+1 + e−α

sωi+1)+

|µ1|e−2αsωi(e−α
sωi + e−(αr−αs)ωi) + e−2αssωi(e−α

sωi + e−(αr−αss)ωi)
)

DωjRi = DβjR̃i + δ(i+1) j O
(
e−2αuωi+1(e−(αuu−αu)ωi+1 + e−α

sωi+1)
)

+

δij O
(
|µ1|e−2αsωi(e−α

sωi + e−(αss−αs)ωi) + e−2αssωi(e−α
sωi + e−(αr−αss)ωi)

)
und des weiteren für ein γ > 0

DµRi, DµDωjRi = O(e−(2αs+γ)ω).

Beweis. Wir müssen wieder die Skalarprodukte aus Satz 3 entwickeln. Die Aussagen über

den von ωi+1 abhängigen Anteil folgen wie im vorherigen Lemma 4.5 und werden hier

nicht nochmal wiederholt. Wir zeigen also die Behauptungen über den von ωi abhängen-

den Anteil. Aus Lemma 1.8 folgen wieder die Entwicklungen von ψ(·). Beachte, daß nach

Voraussetzung λu(0) > λss(0) ist. Wir erhalten{
ψ(µ,−ωi) = e−λ

s(µ)(ωi−Ω) Q̂s
∗(µ,−Ω)ψ(µ,−Ω)+

e−λ
ss(µ)(ωi−Ω) Q̂ss

∗ (µ,−Ω)ψ(µ,−Ω) + O
(
e−α

rωi + e−(αs+αu)ωi
)
.

(4.9)

Aus Lemma 1.7(i) folgt weiter{
q(ωi) + u(µ, ωi) = µ1 e

−λs(µ)ωi + e−λ
ss(0,µ̂)ωi vss(µ) + O(e−α

rωi)P r
0 +

O
(
|µ1|(e−α

ssωi + e−2αsωi) + e−2αssωi
)
.

(4.10)

Aus (4.9) und (4.10) folgt dann

〈ψ(µ,−ωi), q(ωi) + u(µ, ωi)〉
=

〈
e−λ

s(µ)(ωi−Ω) Q̂s
∗(µ,−Ω)ψ(µ,−Ω) + e−λ

ss(µ)(ωi−Ω) Q̂ss
∗ (µ,−Ω)ψ(µ,−Ω)+

O
(
e−α

rωi + e−(αs+αu)ωi
)
, µ1 e

−λs(µ)ωi + e−λ
ss(0,µ̂)ωi vss(µ) + O(e−α

rωi)P r
0 +

O
(
|µ1|(e−α

ssωi + e−2αsωi) + e−2αss(µ)ωi
)〉

=
〈
e−λ

s(µ)(ωi−Ω) Q̂s
∗(µ,−Ω)ψ(µ,−Ω) + e−λ

ss(µ)(ωi−Ω) Q̂ss
∗ (µ,−Ω)ψ(µ,−Ω),

µ1 e
−λs(µ)ωi + e−λ

ss(0,µ̂)ωi vss(µ)
〉

+

O
(
(e−α

rωi + e−(αs+αu)ωi)(|µ1|e−α
sωi + e−α

ssωi)
)

+

O
(
|µ1|e−2αsωi(e−α

sωi + e−(αss−αs)ωi) + e−2αssωi(e−α
sωi + e−2(αr−αss)ωi)

)
= µ1 ĉ(µ) e−2λs(µ)ωi + ĉ1(µ) e−(λss(µ)+λss(0,µ̂))ωi +

O
(
|µ1|e−2αsωi(e−α

sωi + e−(αss−αs)ωi) + e−2αssωi(e−α
sωi + e−(αr−αss)ωi)

)
.

Hier beachten wir wieder, daß nach Lemma 1.8 die Abbildung Q̂s
∗(µ,−Ω) + Q̂ss

∗ (µ,−Ω)

Werte in R(Qs
0 + Qss

0 ) annimmt. Nach Voraussetzung sind ĉ(µ) und ĉ1(µ) ungleich Null.

Die Abschätzungen für die Ableitungen verlaufen wieder ähnlich. Damit ist das Lemma

bewiesen. �
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Bemerkung 4.7 Wir können mit der Zeittransformation t 7→ λs(0)
λs(µ)

t = τ und einer geeig-

neten Parametertransformation die Normierungen

c1(µ) = 1 c2(0) > 0 λs(µ) = λs(0)

ĉ(µ) = −1 ĉ1(0) > 0

gleichmäßig in µ erreichen.

Wir wollen anschließend die in den beiden Lemmata erhaltenen Verzweigungsgleichungen

lösen. Dazu führen wir neue Variablen ein.

Definition. Wir definieren mit ω := mini∈Z ωi
λu(µ)
λs(0)

:= 1 + α(µ) λss(µ)+λss(0,µ̂)
2λs(0)

:= 1 + β(µ)

r := e−2λs(0)ω ai := e−2λs(0)(ωi−ω)

ri := e−2λs(0)ωi .

(4.11)

Dann ist insbesondere ri = ai r und es gilt ai ∈ [0, 1]. Außerdem sei α = α(0) und β = β(0).

Ferner benennen wir den Vorfaktor c(µ) := c2(µ) um.

Wir werden in den beiden folgenden Lemmata die Verzweigungsgleichungen und die Rest-

terme in den neuen Variablen ai und r angeben.

Lemma 4.8 Die Voraussetzungen (H1) bis (H4) seien erfüllt. Ferner sei λu(0) < αss.

Dann gilt

Ξi(a, r, µ) = µ1 ai r + c(µ) (ai+1 r)
1+α(µ) + µ2 +Ri(a, r, µ) = 0

mit c(0) > 0. Ferner existiert ein γ > 0, so daß gilt

Ri = O
(

(a
1/2
i + a

1/2
i+1)(µ1r + r1+α)rγ

)
.

Für λs(0) < λu(0) gelten darüberhinaus gleichmäßig in r > 0 und aj ∈ (0, 1] die Abschätzun-

gen

DajRi = O (rγ(|µ1|r + r1+α))

DµRi, DµDajRi = O(r1+γ).

Beweis. Wir beachten im folgenden die Normierungen aus Bemerkung 4.7 und der oben-

stehenden Definition. Zuerst setzen wir die Ungleichungen aus Lemma 3.20 und 3.21 in

die Abschätzungen aus Satz 3 und Lemma 4.5 ein. Die einzigen noch nicht abgeschätzten

Terme sind rs und ru. Dies waren die Konvergenzraten der exponentiellen Dichotomien

gegen die Spektralprojektionen und ihrer Zeitableitungen gegen Null. Tatsächlich können

wir diese Raten durch

rs = rs(ωi) ≤ K
(
µ1 e

−αsωi + e−α
ssωi + e−(αs+αu)ωi

)
ru = ru(ωi) ≤ K e−α

uωi
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abschätzen. Für die Konvergenz der exponentiellen Dichotomien folgt dies unmittelbar aus

Lemma 1.1(iii). Um die Zeitableitungen abzuschätzen, verwenden wir wieder die Zeitskalie-

rung τ = (1+β) t. Aus dem Beweis des dritten Teils von Lemma 1.1, der Differenzierbarkeit

nach dem Parameter β und der Ungleichung

|DtDx f(q(t) + u(µ, t), µ)| ≤ K (µ1e
−αst + e−α

sst) für t ≥ Ω

|DtDx f(q(t) + û(µ, t), µ)| ≤ K eα
ut für t ≤ −Ω

folgen dann die obenstehenden Abschätzungen für die Ableitungen nach t. Nachdem wir

auch diese Ungleichungen für rs und ru in die Restterme eingesetzt haben, erhalten wir

nach einigen Umformungen

DβjRi = O
(
aj(|µ1|r + r1+α)rγ

)
.

Wir müssen schließlich noch die Kettenregel anwenden

d

daj
=
dωj
drj

drj
daj

d

dβj
= − 1

λs(µ) aj

d

dβj

und die Behauptungen folgen nun unmittelbar. �

Lemma 4.9 Die Voraussetzungen (H1) bis (H5) seien erfüllt. Es sei λu(0) > λss(0). Dann

gilt

Ξi(a, r, µ) = −µ1 ai r + ĉ1(µ) (ai r)
1+β(µ) + ĉ2(µ) (ai+1 r)

1+α(µ) + µ2 +Ri(a, r, µ) = 0

mit ĉ1(0) > 0 und ĉ2(0) 6= 0. Außerdem gilt α(0) > β(0). Ferner existiert ein γ > 0, so

daß die Restterme Ri(a, r, µ) gleichmäßig in r > 0 und aj ∈ (0, 1] durch

Ri = O
(

(a
1/2
i + a

1/2
i+1)(|µ1|r + r1+β)rγ

)
DajRi = O

(
rγ(|µ1|r + r1+β)

)
und

DµRi, DµDajRi = O(r1+γ)

abgeschätzt werden können.

Beweis. Wir verfahren wie im Beweis von Lemma 4.8, nur daß wir hier die Abschätzungen

natürlich in Lemma 4.6 anstelle von Lemma 4.5 einsetzen. Wieder beachten wir Bemer-

kung 4.7 und die obenstehende Definition. Die behaupteten Aussagen folgen dann leicht. �

Nun wollen wir die Verzweigungsgleichungen lösen.

Satz 5 Die Voraussetzungen (H1) bis (H4) seien erfüllt. Dann gilt:
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1-hom

1-per

µ2

µ1

Abbildung 15: Homokline Fortsetzung (1)

(1) Homokline Fortsetzung. Es gelte λu(0) < λs(0).

Dann verzweigen keine N-homoklinen oder N-periodischen Lösungen mit N ≥ 2.

Das Verzweigungsdiagramm sieht wie in Abbildung 15 aus. Für jeden Parameterwert

in dem schraffierten Bereich existiert genau ein 1-periodischer Orbit.

(2) Homokline Verdopplung. Diesmal sei λs(0) < λu(0) < αss.

Dann erhalten wir das Verzweigungsdiagramm aus Bild 16. Die Verzweigungskur-

ven haben das asymptotische Verhalten µ2 ≈ |µ1|λ
u(0)/(λu(0)−λs(0)) in den normierten

Parametern µ.

(3) Homokline Kaskade. Es gelte zusätzlich noch (H5) und es sei λss(0) < λu(0).

Dann bekommen wir das Diagramm aus Abbildung 17. Insbesondere existiert ein of-

fener Bereich im Parameterraum, in dem wir Shift-Dynamik im Phasenraum finden.

Die Verzweigungskurven für die Periodenverdopplung und die Falten-Linie haben in

den Parametern µ diesmal das asymptotische Verhalten µ2 ≈ |µ1|λ
ss(0)/(λss(0)−λs(0)).

Die den N-homoklinen Orbits entsprechenden Parameterkurven haben die Asympto-

tik µ2 ≈ |µ1|λ
u(0)/(λu(0)−λs(0)). Die Verzweigungsrichtung wird durch das Vorzeichen

von ĉ2(0) bestimmt (in Abbildung 17 ist ĉ2(0) < 0).

Beweis. Wir beweisen die drei Fälle der Reihe nach.

Zunächst betrachte die “Homokline Fortsetzung”. Dann haben die Verzweigungsgleichun-

gen nach Lemma 4.8 die Gestalt

Ξi(a, r, µ) = µ1 ai r + c(µ) (ai+1 r)
1+α(µ) + µ2 +Ri(a, r, µ) = 0

mit

Ri = O
(

(a
1/2
i + a

1/2
i+1)(|µ1|r + r1+α)rγ

)
für i ∈ Z. Wir setzen zuerst i = 1 und suchen 1-periodische und 1-homokline Lösungen.

Die resultierende Gleichung

Ξ(r, µ) = c(µ) r1+α(µ) + µ2 + O(r1+α+γ) = 0
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1-hom

per-fold

µ1

2-hom per-doubling
1-per

µ2

2-per

Abbildung 16: Homokline Verdopplung (2)

µ1

N -hom ∀N

µ2

per-fold

1-hom

per-doubling

Shift-Dynamik

Abbildung 17: Homokline Kaskade (3)

können wir mit dem Satz über implizite Funktionen nach µ2 auflösen. Beachte hierbei, daß

nach Voraussetzung α(µ) < 0 gleichmäßig in µ ist. Deshalb erhalten wir das Diagramm 15

zumindest für die einmal umlaufenden Lösungen. Anschließend betrachten wir Lösungen

mit mehr als zwei Umläufen. Wir ziehen dann die erste und zweite Gleichung voneinander

ab und erhalten als Resultat (beachte a0 = 1)

Ξ0(a1, r, µ)− Ξ1(a1, r, µ) = c(µ) r1+α(µ)(1− a1+α(µ)
1 ) + O(r1+α+γ) = 0.

Nun multiplizieren wir mit r−(1+α(µ)) durch und erhalten schließlich

c(µ) (1− a1+α(µ)
1 ) + O(rγ) = 0.

Diese Gleichung ist wegen c(0) > 0 nur durch a1 = 1 lösbar. Analog erhalten wir ai = 1 für

alle i und damit existieren nur Lösungen mit einem Umlauf nach Bemerkung 3.25. Dabei

ist wichtig, daß der Restterm O gleichmäßig in i ∈ Z abgeschätzt wurde. Damit ist die
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erste Behauptung bereits bewiesen.

Als nächstes betrachten wir die “Homokline Verdopplung”. Wieder suchen wir zuerst die

1-periodischen Orbits. Die zugehörige Gleichung ist

µ1 r + c(µ) r1+α(µ) + µ2 +R(a, r, µ) = 0,

die wir wieder nach µ2 auflösen. Die Lösung µ∗2(µ1, r) leiten wir nach r ab und erhalten

dµ∗2
dr

(
(1 + O(r1+γ(|µ1|+ rα))

)
= µ1 + (1 + α(µ)) c(µ) rα(µ) + O (rγ(|µ1|+ rα)) .

Daher verschwindet
dµ∗2
dr

entlang der Kurve

µ1 = −(1 + α(µ)) c(µ) rα(µ) + O(rα+γ)

und wir erhalten für die asymptotische Form der Falte schließlich für ein C 6= 0

µ2 ≈ |µ1|
1+α(0)
α(0) .

Anschließend betrachten wir Orbits mit zwei Umläufen. Die entsprechenden Gleichungen

sind {
Ξ0(a, r, µ) = µ1 r + c(µ) a1+α(µ) r1+α(µ) + µ2 +R0(a, r, µ) = 0

Ξ1(a, r, µ) = µ1 a r + c(µ) r1+α(µ) + µ2 +R1(a, r, µ) = 0.
(4.12)

Diese Gleichungen müssen wir gleichmäßig in a ∈ [0, 1] lösen. Die erste Gleichung können

wir erneut nach µ2 auflösen. Anschließend subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander

µ1 (1− a) r + c(µ) (a1+α(µ) − 1) r1+α(µ) +R0(a, r, µ)−R1(a, r, µ) = 0

und dividieren diese resultierende Gleichung durch (1− a)r. Dabei beachten wir, daß nach

Gleichung (3.59) in Bemerkung 3.25 und der Abschätzung von DaR in Lemma 4.8 folgendes

gilt

R0(a, r, µ)−R1(a, r, µ) = (1− a) O
(
rγ(|µ1|r + r1+α)

)
.

Deshalb erhalten wir die Gleichung

µ1 − c(µ)
1− a1+α(µ)

1− a
rα(µ) + O (rγ(|µ1|+ rα)) = 0,

die wir wegen der Stetigkeit des Ausdrucks 1−a1+α(µ)

1−a → 1 + α(µ) für a → 1 und der

Abschätzung für DµR nach µ1 auflösen können. Dabei beachten wir

d

dµ

(
1− a1+α(µ)

1− a

)
= − 1

1− a
α′(µ) a1+α(µ) ln a→ −α′(µ)

für a → 1. Daher ist dieser Vorfaktor stetig differenzierbar für a ∈ [0, 1]. Damit erhalten

wir 2-homokline Lösungen für a = 0 und einen differenzierbaren zwei-parametrigen Zweig
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bestehend aus 2-periodischen Lösungen für a ∈ (0, 1) und r > 0.

Zuletzt untersuchen wir die “Homokline Kaskade”. Die Verzweigungsgleichungen sind von

der Form

Ξi(a, r, µ) = −µ1 ai r + ĉ1(µ) (ai r)
1+β(µ) + µ2 +Ri(a, r, µ) = 0(4.13)

und entkoppeln daher in niedrigster Ordnung. Hier haben wir den Term ĉ2(µ) (ai+1 r)
1+α(µ)

wegen α(0) > β(0) in den Fehlerterm hineingesteckt. Die periodischen Lösungen mit einem

oder zwei Umläufen erhalten wir mit den gleichen Methoden wie im zweiten Fall. Dies sei

hier nicht weiter ausgeführt. Wir beweisen nun die Existenz von Shift-Dynamik. Dazu

wählen wir diesmal die gleichen Koordinaten wie in (4.11) allerdings mit dem Unterschied,

daß ω in der Definition von r nicht notwendigerweise das Minimum der Variablen ωi sein

muß. Mit anderen Worten wählen wir zunächst die Variablen r und ai mit i ∈ Z unabhängig

voneinander. Die Abschätzungen bleiben davon unberührt. Wir lösen jetzt zunächst die

Gleichung

(µ1, µ2) = (ĉ1(µ) rβ(µ), b ĉ1(µ) r1+β(µ))

nach (µ1, µ2) auf. Dies ist möglich, da wir die rechte Seite für r < 0 stetig durch Null

fortsetzen können und wegen

d

dµ
rβ(µ) =

dβ(µ)

dµ
rβ(µ) ln r = O(rβ(µ)−δ)

für jedes δ > 0. Deshalb erhalten wir stetige Lösungen (µ∗1, µ
∗
2)(b, r), die sogar differenzier-

bar für r > 0 sind. Anschließend setzen wir (µ∗1, µ
∗
2)(b, r) für (µ1, µ2) in Gleichung (4.13)

ein, wobei wir β(µ∗(b, r)) mit β(b, r) bezeichnen. Dann folgt

−µ1 ai r + ĉ1(µ) (ai r)
1+β(µ) + µ2 +Ri(a, r, µ)

= −ĉ1(b, r) ai r
1+β(b,r) + ĉ1(b, r) a

1+β(b,r)
i r1+β(b,r) + b ĉ1(b, r) r1+β(b,r) +Ri(a, r, µ)

= ĉ1(b, r) r1+β(b,r)
(
a

1+β(b,r)
i − ai + b+ O(rγ)

)
.

Es ist also ausreichend, die folgenden Gleichungen zu lösen.

a
1+β(b,r)
i − ai + b+ O(rγ) = 0,(4.14)

wobei der O-Term stetig in r und b ist. Außerdem gilt für aj ≥ δ > 0 für alle j ∈ Z die

Abschätzung DaO = O(rγ). Dies folgt aus Lemma 4.9. Insbesondere können wir den O-

Term für r ≤ 0 differenzierbar durch Null fortsetzen, sofern nur die Variablen aj von Null

weg beschränkt sind. Wir betrachten (4.14) für r = 0. Dann sind die nunmehr vollständig

entkoppelten Gleichungen von der Gestalt f(x) = 0 mit

Dann hat die Funktion f die Eigenschaft f(0) = f(1) = b und es existiert ein eindeutiges

Minimum x∗ = (1 +β(b, 0))−
1

β(b,0) ∈ (0, 1) von f mit Funktionswert f(x∗) = b−β(b, 0) (1 +
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0

f(x)

1

x
x∗f(x) = x1+β(b,0) − x+ b

β(b, 0))−(1+ 1
β(b,0)

). Ferner ist f ′(x) 6= 0 für x 6= x∗ und x ∈ (0, 1). Wir wählen jetzt b wie

folgt

b ∈ (η0, η1),(4.15)

mit η1 := minµ

(
β(µ) (1 + β(µ))−(1+ 1

β(µ)
)
)

und η1 > η0 > 0. Insbesondere ist dann das

Intervall (η0, η1) nicht leer. Außerdem besitzt f dann gleichmäßig in b ∈ (η0, η1) genau zwei

Nullstellen x0(b) und x1(b) im Intervall [0, 1]. Die Nullstellen erfüllen f ′(x0(b)), f ′(x1(b)) 6= 0

und sie liegen tatsächlich in einem Intervall [η̂, 1− η̂] für ein η̂ = η̂(η0, η1) > 0.

Es sei jetzt

Σ := {s = (sk)k∈Z / sk ∈ {0, 1} }

und der Shift σ operiere wie üblich durch Linkstranslation der Elemente sk auf Σ. Für jede

Folge s ∈ Σ lösen wir jetzt das Gleichungssystem (4.14)

f(ai, b) + O(rγ) = 0

ai(0) = xsi(b)

gleichmäßig in b nach a = (ai) auf, wobei (4.15) erfüllt sei. Wegen der obenstehenden

Bemerkung über die Differenzierbarkeit des Restterms und der Eigenschaften von f können

wir nämlich den Satz über implizite Funktionen anwenden. Das Lösungsintervall für r ist

dabei unabhängig von s, da die Restterme gleichmäßig Lipschitzstetig in a sind. Für festes

r > 0 und b ∈ (η0, η1) erhalten wir also eine Abbildung

S : Σ → S(Σ) ⊂ Rn

s 7→ v(ω(b, r, s), µ∗(b, r); 0).

Die Zuordnung a∗(s) 7→ s ist bijektiv und stetig in der üblichen Norm auf Σ, also ein

Homöomorphismus. Aus [29, Lemma 3.4] folgt außerdem, daß die Abbildung

a 7→ v(ω(a), µ, 0)

stetig ist. Deshalb ist S ein Homöomorphismus von Σ auf S(Σ) für alle (r, b) im Defi-

nitionsbereich. Daß die Zuordnung S schließlich die Poincaré-Abbildung und den Shift σ

konjugiert, folgt aus der Äquivarianzaussage von Bemerkung 3.25 und nach Konstruktion.

Damit ist die Aussage über die Existenz von Shift-Dynamik bewiesen. Zuletzt beweisen

wir die Existenz von N -homoklinen Lösungen für jedes N ∈ N. N -homokline Orbits erhält
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man für a0 = 0 und ai 6= 0 für 1 ≤ i ≤ N − 1. Die zugehörigen Gleichungen (4.13) lauten

daher in diesem Fall{
ĉ2(µ) (a1 r)

1+α(µ) + µ2 +R0(a, r, µ) = 0

−µ1 ai r + ĉ1(µ) (ai r)
1+β(µ) + µ2 +Ri(a, r, µ) = 0

(4.16)

für 1 ≤ i ≤ N−1. Hier haben wir wieder in der zweiten Gleichung den von ai+1 abhängigen

Term durch den Fehlerterm abgeschätzt. Wir lösen die erste Gleichung wieder mit Satz über

implizite Funktionen nach µ2 auf und ziehen anschließend die erste Gleichung von allen

weiteren ab. Damit haben die restlichen N − 1 Gleichungen die Form

−µ1 ai r + ĉ1(µ) (ai r)
1+β(µ) +Ri(a, r, µ1)−R0(a, r, µ1) = 0

für 1 ≤ i ≤ N − 1 und µ2 = µ∗2(a, r, µ1). Wieder lösen wir µ1 = ĉ1(µ) rβ(µ) nach µ1 auf und

erhalten schließlich nach Division durch ĉ1(r) r1+β(r) die Gleichungen

a
1+β(r)
i − ai + O(rγ) = 0.(4.17)

Diese Gleichungen besitzen Lösungen ai = 1 und r = 0. Außerdem folgt wie oben die

Differenzierbarkeit der Restterme nach ai bis in r = 0, solange nur die ai für i = 1, ... , N −
1 von Null weg beschränkt sind. Insbesondere können wir die Fehlerterme bei ai = 1

differenzieren und erhalten Ableitungen(
(1 + β(r)) a

β(r)
i − 1

)∣∣∣
ai=1

= β(0) 6= 0.

Daher haben die Gleichungen (4.17) und damit auch das System (4.16) eindeutige Lösungen

und wir erhalten die Existenz von Kurven im Parameterraum, denen N -homokline Orbits

im Phasenraum entsprechen. Die Asymptotik folgt aus den Fehlerabschätzungen unter Be-

achtung der Gleichungen (3.39) und (3.41). Wir können (in der Notation von Abschnitt

3.3.2) stets |au1 | durch C e−α
uω1 abschätzen und erhalten dann für Ju die Abschätzung

|Ju| ≤ C e−(2αu+γ)ω1 . Mit Hilfe dieser Ungleichungen zeigen wir leicht das angegebene

asymptotische Verhalten.

Damit ist der Satz bewiesen. �

Bemerkung 4.10 Wir haben nicht bewiesen, daß die Parameterkurven der 2-periodischen

Lösungen im Parameterraum zwischen den Kurven der homoklinen und der Periodenver-

dopplung liegen. Tatsächlich ist es aber möglich, dies zu zeigen.

Bemerkung 4.11 (i) Mit Satz 5 sind alle generischen Fälle der Orbit-Flip Bifurkation

untersucht.
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(ii) Man beachte, daß die Bedingung λu(0) = λss(0), die ja die Unterscheidung in die

einzelnen Fälle von Satz 5 ermöglichte, eine höhere Resonanzbedingung ähnlich zu

der aus [7] bekannten Bedingung λu(0) = λs(0) darstellt. Zwar sind die Resultate aus

[7] hier natürlich nicht anwendbar, trotzdem erklären sie zu einem gewissen Grad die

Bedingung λu(0) = λss(0).

(iii) Im zweiten Fall (homokline Verdopplung) braucht der homokline Orbit q0(t) für µ = 0

nicht entlang der prinzipalen Richtung der stark stabilen Mannigfaltigkeit verlau-

fen. Bei der homoklinen Kaskade allerdings muß q0(t) entlang der prinzipalen stark

stabilen Richtung gegen das Gleichgewicht konvergieren. Darüberhinaus muß diese

führende Richtung reell sein. Dies ist einleuchtend, denn für einen echt komplexen

Eigenwert λss wäre eine Bedingung für Shilnikov-Chaos erfüllt, nämlich |λss| < λu;

auch wenn wir natürlich ähnlich wie in (ii) keine generische Situation erhalten, in

der man Shilnikov-Chaos tatsächlich beweisen kann.

(iv) Es sei darauf hingewiesen, daß wir für die N-homoklinen Orbits keine Eindeutigkeit

bewiesen haben; es können durchaus noch andere N-homokliner Orbits verzweigen.

Tatsächlich legen Resultate von Deng [16] die Vermutung nahe, daß die hier erhaltene

Liste N-homokliner Orbits nicht vollständig ist.

4.2.2 Die resonante Verzweigung

Die resonante Verzweigung ist dadurch charakterisiert, daß die führenden Eigenwerte−λs(µ)

und λu(µ) für µ = 0 betragsmäßig gleich sind; es gilt also λs(0) = λu(0). Diese Verzwei-

gung wurde in [7] gelöst. Für generische Vektorfelder existiert nun eine zweidimensionale

homokline Zentrumsmannigfaltigkeit W c
hom, in der alle Verzweigungen stattfinden. Die-

se Mannigfaltigkeit kann homöomorph zu einem Kreisring (orientierbar) oder zu einem

Möbiusband (nicht orientierbar) sein. Inbesondere können daher, wie in der Einleitung an-

gekündigt, keine N -periodischen oder N -homoklinen Orbits verzweigen, wobei N > 1 im

orientierbaren und N > 2 im nicht orientierbaren Fall ist. Dies konnte in [7] nicht nachge-

wiesen werden. Das gleiche Resultat wurde in [4] gezeigt, ein schwächeres Ergebnis ist in

[28, Thm. I] zu finden.

Mit Hilfe der Zentrumsmannigfaltigkeit ist es außerdem möglich, die Stabilität der verzwei-

genden Orbits zu untersuchen. Denn in W c
hom können wir linearisieren und haben dann nur

noch einen Floquet-Exponenten zu berechnen. Dies wird hier aber nicht weiter ausgeführt.

4.2.3 Verzweigungen mit nichthyperbolischen Gleichgewichten

Verzweigungen mit nichthyperbolischen Gleichgewichten können mit Hilfe der Zentrums-

mannigfaltigkeit zumindest in einigen Fällen auf semilineare parabolische Systeme erweitert

werden.

Als Beispiel sei der Fall behandelt, in dem ein homokliner Orbit an ein Gleichgewicht p0
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mit einem Eigenwert 0 existiert. Generisch wird das Gleichgewicht in einer saddle-node

Bifurkation verzweigen. Dieses Problem mit Kodimension zwei wurde von Chow und Lin

[9] und von Deng [14] untersucht.

Es sei zunächst q0 ∈ W c(p0) ∩ W u(p0). Dann existiert für generische Vektorfelder ei-

ne (n + 1)-dimensionale homokline Zentrums-instabile Mannigfaltigkeit W cu
hom mit n =

dimW u
loc(p0). Da der größte Eigenwert Null ist, ist dann W cu

hom ∈ Ck, sofern die Nichtlinea-

rität f ∈ Ck,β für β > 0 ist. InW cu
hom können daher die Resultate aus [9] und [14] angewendet

werden, sofern nur k hinreichend groß ist. Für den verbliebenen Fall q0 ∈ W s(p0)∩W c(p0)

geht dieses Argument fehl. Aber falls genügend große Spektrallücken vorhanden sind, ist

die Mannigfaltigkeit W cu
hom wieder hinreichend oft differenzierbar. Es sei erwähnt, daß In-

ertialmannigfaltigkeiten hier oft keine Hilfe bieten, da sie im allgemeinen nur C1 sind

(unabhängig von der Größe der Spektrallücken).

Im allgemeinen wird in diesen Verzweigungsfällen jedenfalls eine zweidimensionale Zen-

trumsmannigfaltigkeit W c
hom existieren. Mit ihrer Hilfe sehen wir leicht, daß keine N -

periodischen oder N -homoklinen Lösungen für N ≥ 2 existieren können. Denn in W c
hom ist

das Vektorfeld eine Expansion (beziehungsweise eine Kontraktion im Fall q0 ∈ W s(p0) ∩
W c(p0)). Außerdem erhalten wir sofort die Eindeutigkeit von heteroklinen Lösungen, die

das Gleichgewicht und verzweigende 1-periodische Orbits verbinden; die instabile Mannig-

faltigkeit hat ja Dimension eins. Diese Eindeutigkeit wurde mit größerem Aufwand in [30,

Thm. 6.1] gezeigt.
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