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Einleitung

In dieser Arbeit werden gewohnliche und teilweise auch parabolische parameterabhéingige

Differentialgleichungen der Form
T+ Az = f(x,p) mit 4 € RP

betrachtet. Ausgangspunkt ist ein zum Parameterwert p = o gegebener homokliner Orbit
qo(t), d.h. eine Losung, die limy_+, qo(t) = po fiir ein Gleichgewicht py erfiillt. Wir wollen
nun die Dynamik in der N&he dieser homoklinen Losung bei kleinen Parameteranderungen
untersuchen. Insbesondere sollen verzweigende rekurrente Orbits, also Losungen, die fiir

alle Zeiten in einer kleinen tubularen Umgebung U von ¢o(t) bleiben, bestimmt werden.

Zunichst sind wohl einige Bemerkungen tiber die Motivation angebracht. Homokline Losun-
gen treten zum einen als travelling waves oder Solitonen auf. Dies sind Losungen u(z,t) =
v(x — ct) einer partiellen Differentialgleichung, die sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢
bewegen, ohne ihre Form zu veréindern. Damit konnen zum Beispiel Nervenreizleitungen,
Wasserwellen oder allgemeiner Phaseniibergénge modelliert werden, vergleiche [17] oder
[27]. In diesem Zusammenhang interessiert man sich fiir das Entstehen anderer Solito-
nen mit mehreren Pulsen. Fiir die gewohnliche Differentialgleichung, die die Dynamik der
travelling waves beschreibt, bedeutet dies das Auftreten von sogenannten N-homoklinen
Orbits, d.h. von neuen homoklinen Loésungen, die N-mal um den alten urspriinglich gege-
benen Orbit herumlaufen. Das Verzweigen von 2-homoklinen Orbits wird in Analogie zur
Periodenverdopplung als homokline Verdopplung bezeichnet.

Zum anderen sind homokline Orbits oft fiir die Anwesenheit von chaotischer Dynamik
verantwortlich, siehe [18, 12]. Dabei verstehen wir unter Chaos das Vorhandensein von
Shift-Dynamik in der Poincaré Abbildung. Insbesondere existieren dann N-periodische
Losungen fiir jedes N in der tubularen Umgebung U. Hier sind N-periodische Orbits wie-
derum Losungen, die N-mal um ¢o(¢) herumlaufen und periodisch sind.

Dariiberhinaus stellen homokline Orbits die einfachste Moglichkeit dar, mit der periodische
Losungen verschwinden konnen: sie konvergieren im Phasenraum gegen den homoklinen
Orbit, wobei gleichzeitig ihre Periode gegen unendlich strebt. Dies ist eine Verzweigung
mit Kodimension eins, die auch “blue sky” Katastrophe genannt wird. Lokal treten dann

die periodischen Orbit nach einer Seite von py im Parameterraum R auf.

Nun soll ein kurzer Abrif} iiber bekannte Resultate fiir gewohnliche Differentialgleichungen
gegeben werden. Alle diese Ergebnisse gelten, ohne das dies jedesmal erwéhnt wird, nur
fiir generische, d.h. typische, Vektorfelder.

Fiir Systeme mit nur einem Parameter (d.h. p = 1) gilt nach Shilnikov [32, 33, 34, 35, 36, 37]

die folgende Alternative:



stark stabile Fasern

Inclination-Flip Orbit-Flip

Abbildung 1: Verzweigungen mit Kodimension zwei

e es existiert genau ein periodischer hyperbolischer Orbit fiir u > po (oder p < i)

o fiir alle u nahe g gibt es Shift-Dynamik in .

Diese Alternative konnte in unendlich-dimensionalen Systemen bisher nicht gezeigt wer-
den. Von X. B. Lin [29] wurde allerdings bewiesen, da homokline Losungen wieder von
periodischen Orbits begleitet werden. Vergleiche dazu auch [0].

Die Verzweigungen mit Kodimension zwei (hier ist nun p = 2) sind wesentlich reichhaltiger.
Im folgenden beschrinke ich mich dabei auf die Félle, bei denen nur die reellen Eigenwer-
te der Linearisierung in der stationdren Losung py beteiligt sind, d.h. wo der homokline
Orbit qo(t) fiir |t| — oo nicht oszilliert. Dann gibt es nach Yanagida [13] drei verschiedene

Verzweigungen, die im folgenden kurz dargestellt werden sollen:

e resonante Verzweigung
e Inclination-Flip

e Orbit-Flip

Die resonante Verzweigung wird durch A*(19) = A*(uo) charakterisiert, wobei —\®( o) und
A*(uo) die betragsmifig kleinsten Eigenwerte im stabilen bzw. instabilen Teil des Spek-
trums der Linearisierung in py sind. Dieser Fall wurde von Chow et. al. [7] behandelt. Von
Kisaka et. al. [28] wurde der Inclination-Flip untersucht. An dem zugehorigen Verzwei-
gungspunkt endet der Existenzbereich der stark stabilen oder stark instabilen Faserung
des homoklinen Orbits. Der Orbit-Flip schlielich tritt auf, wenn go(t) € W**(py) ist, d.h.
wenn der homokline Orbit von einer Seite der stark stabilen Mannigfaltigkeit auf die andere

“umklappt”.
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Abbildung 2: Poincaré Abbildung

Sowohl die resonante Verzweigung als auch der Inclination-Flip wurden durch eine genaue
Untersuchung der Poincaré Abbildung gelost. Dabei wird die Riickkehrabbildung IT in einen
lokalen Teil II;,. nahe dem Gleichgewicht und einer anderen Abbildung Il;,, zerlegt.

Je nach Problemstellung werden anschliefend Ljapunov-Schmidt Reduktionen oder zum
Beispiel im R? mehr geometrische Argumente angewendet. Dies setzt aber voraus, daff man
eine gute Darstellung von II,,. hat. Fiir diese Abbildung sind Abschéitzungen nicht einfach
zu erhalten, da die Losungen unbeschrinkte Zeit von >, nach Y, bendtigen. Deshalb
wird mit Linearisierungen oder “Quasilinearisierungen” wie den Shilnikov-Variablen gear-
beitet. Linearisierungen sind aber nur unter erheblichen Voraussetzungen an das Vektorfeld
moglich, wihrend die Shilnikov-Variablen bei der Orbit-Flip Bifurkation nicht anwendbar

sind, siehe [28].

In dieser Arbeit sollen nun zwei Methoden dargestellt werden, mit denen die oben erwéhn-

ten Probleme zumindest teilweise tiberwunden werden konnen.

Der erste Zugang ist geometrischer Natur. Fiir die Verzweigungstheorie stationérer oder
periodischer Losungen steht mit der Theorie der Zentrumsmannigfaltigkeiten ein Werkzeug
bereit, mit dem zunéchst hochdimensionale Probleme auf niedrigdimensionalere reduziert
werden konnen. Dabei wird eine Fldache W€, eben die Zentrumsmannigfaltigkeit, konstru-
iert, die bereits alle rekurrenten Losungen enthélt und dariiberhinaus (lokal) invariant unter
dem Fluf ist. Damit reduziert sich die Suche nach rekurrenten Orbits auf diese Fliache W°.
In [7] wurde nun ein dhnlicher Zugang auch fiir homokline Orbits vorgeschlagen: finde eine
invariante Flache Wy . in der sich bereits alle rekurrente Dynamik wiederspiegelt.

Hier wird nun eine derartige Mannigfaltigkeit konstruiert, allerdings unter Einschréinkun-
gen an das asymptotische Verhalten des homoklinen Orbits. Dieses Resultat gilt auch fiir
diejenigen parabolischen Systeme, fiir die man Riickwértseindeutigkeit der Losungen nach-

weisen kann, insbesondere also fiir Reaktions-Diffusions Gleichungen oder fiir Systeme mit



analytischen Nichtlinearitdten. Beschrankt wird dieser Zugang durch die Tatsache, dafl
W¢,im allgemeinen nur in C*# liegt fiir ein 3 € (0,1] in Abhiingigkeit von gewissen
Spektralliicken.

Eine Anwendung des Resultates besteht darin, dafl aufgrund der Dimension oder der to-
pologischen Struktur von Wy =~ das Auftreten bestimmter Losungen apriori ausgeschlossen
werden kann. Betrachte zum Beispiel einen homoklinen Orbit an ein nichthyperbolisches
Gleichgewicht. Ein Parameter steuere das Aufbrechen des homoklinen Orbits, der andere
sei die Entfaltung einer saddle-node Bifurkation der stationdren Losung. Diese Verzwei-
gung wurde in [9] und [1] untersucht. Hier erwartet man eine zweidimensionale invariante
Mannigfaltigkeit Wy . Diese kann nun homdomorph zu einem Kreisring oder aber topo-
logisch dquivalent zum Mobiusband sein. Deshalb schlieffit man, daf3 keine N-homoklinen
oder N-periodischen Losungen mit N > 2 im ersten beziehungsweise N > 3 im zwei-
ten Fall existieren konnen. Dies verbessert ein Resultat in [11]. Den gleichen Schluf zieht
man fiir die resonante Verzweigung, siche [28]. Weiterhin macht diese Fldche die oben
dargestellten Bifurkationen homokliner Orbits mit Kodimension zwei versténdlicher. So
finden im resonanten Fall alle Verzweigungen innerhalb der zweidimensionalen Mannigfal-
tigkeit W, = statt; dies entspricht gewissermaflen der saddle-node Verzweigung (im Falle
des Kreisrings) von periodischen Orbits beziehungsweise der Periodenverdopplung (beim
Mobiusband). Dagegen verzweigt sowohl im Inclination-Flip wie auch im Orbit-Flip diese
zweidimensionale Fléche selbst innerhalb der dann dreidimensionalen Zentrumsmannig-
faltigkeit: sie wechselt den topologischen Typ von Kreisring zu Mobiusband, vergleiche
Abbildung 3.

Dies hat keine Entsprechung in der Verzweigungstheorie periodischer Orbits, wo ein der-
artiger Wechsel nur “kontinuierlich” passieren kann.

Unabhéngig von mir wurde von Brunovsky [!] und Homburg [25] der Spezialfall einer
zweidimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit behandelt. Beide Autoren benotigen die Hy-
perbolizitit des Gleichgewichts py. Dariiberhinaus scheint das Resultat von Brunovsky nur

fiir Gleichungen ohne Parameter zu gelten. Das Ergebnis von Homburg erlaubt parameter-

Kreisring Mobiusband

> N

Abbildung 3: Typwechsel



abhéngige Gleichungen, dort wird aber zusétzlich die Kontraktionseigenschaft |A*(uo)| #
A"(g) benotigt.

Der zweite - analytische - Zugang wurde von X. B. Lin in [29] fiir Systeme mit im we-
sentlichen einem Parameter entwickelt. Diese der Ljapunov-Schmidt Reduktion verwandte
Methode vereinheitlicht die Behandlung von periodischen und homoklinen Lésungen, indem
die iibliche Melnikov-Methode so verallgemeinert wird, daf§ damit auch verzweigende peri-
odische Orbits erfafit werden. Hier soll nun Lins Zugang so modifiziert und verallgemeinert
werden, dafl damit auch Probleme hoherer Kodimension, insbesondere also Bifurkationen

mit Kodimension zwei, behandelt werden kénnen.

Anschlielend wenden wir diesen letzten Zugang auf die Orbit-Flip Bifurkation an. Fiir einen
durch die stark stabile Mannigfaltigkeit umklappenden homoklinen Orbit miissen wir in
Abhéngigkeit von gewissen Relationen der beteiligten Eigenwerte —A**(pg) < —A*(uo) < 0
und A*(pp) > 0 in einem generischen Vektorfeld drei Falle unterscheiden.

Fiir A*(po) < A*(po) ist die Poincaré Abbildung in Wy, eine Kontraktion. Deshalb findet
nur eine suspendierte “blue sky” Katastrophe, d.h. die Verzweigung eines 1-periodischen
Orbits lokal nach einer Seite des homoklinen Pfades, statt. Dagegen kann fiir A*(ug) <
A (o) < A**pg eine homokline Verdopplung nachgewiesen werden. Die dritte Relation
A (o) < A"(pp) impliziert schliefllich die Anwesenheit von Shift-Dynamik und von N-
homoklinen Orbits fiir jedes N > 1.

Bisher wurde diese Verzweigung von Yanagida [13] und Terman [39] untersucht. In [13]
wurde die zusétzliche Voraussetzung dim W"(py) = 1 bendtigt und dariiberhinaus wur-
den dort nur die ersten beiden genannten Félle behandelt. In [39] wurden speziell singulir

gestorte Systeme im R? in einer dem dritten Fall entsprechenden Situation betrachtet.

Danksagung. Ich bedanke mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Bernold Fiedler fiir die
Betreuung, Ratschldge und die Unterstiitzung beim Entstehen dieser Arbeit. Den Herren
Christian Leis und Arnd Scheel danke ich fiir fruchtbare Diskussionen und Anregungen.

Mein besonderer Dank gilt Frau Jasmin Cantner fiir zahlreiche Diskussionen.

Unterstiitzung. Diese Arbeit wurde durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG)
iiber das Graduiertenkolleg “Modellierung und Diskretisierungsmethoden fiir Kontinua und

Stromungen” an der Universitdat Stuttgart gefordert.



1. Vorbereitungen

In diesem vorbereitenden Kapitel sollen einige Hilfsmittel fiir die spateren Abschnitte be-

reit gestellt werden, um dort den Gedankengang nicht unterbrechen zu miissen.

1.1 Exponentielle Dichotomien
Es werden stets die folgenden Annahmen zugrunde gelegt.

(A) X sei ein Banachraum, A : X — X sei ein sektorieller Operator in X mit dichtem

Definitionsbereich.

Eine Referenz fiir die Definitionen ist [23, ch. 1.3]. Weiterhin bezeichne stets X* den Defi-
nitionsbereich von A® versehen mit der Graphennorm, vergleiche wieder [23, ch. 1.4].

Betrachte nun die lineare Differentialgleichung in X gegeben durch
(1.1) T+ Az = B(t)x, xo € X

mit B(-) € C°J,L(X* X)) lokal Holderstetig in ¢ und J = [ty,00) beziehungsweise
J = (—o0,tp]. Mit T'(t,s) definiert fiir ¢t > s € J bezeichnen wir dann den zugehori-
gen Halbflu}, vergleiche [23, ch. 7.1].

Definition. Gleichung (1.1) hat eine exponentielle Dichotomie auf dem Intervall J, wenn

Projektionen P(-) : J — L(X®) und Konstanten K, A\* und A" alle ungleich 0 mit A*+ A% >

0 existieren, so daf fiir t > s € J gilt:

(i) T(t,s)P(s)=P(t)T(t,s).

(i) Tt 8)|ra_p(s)) 1St invertierbar, die Inverse wird mit T'(s, t) bezeichnet als Abbildung
von R(1 — P(t )) nach R(1 — P(s)).

(iii) |T(t,s) P(s)]s < Ke™*" (=5,

(iv) [T(s,8) (1 = P(t))|a < Ke (72,

Fiir die Gleichung
(1.2) &+ Az =0, ro € X

ist die Existenz einer exponentiellen Dichotomie gleichbedeutend mit der Existenz von
Spektralliicken. Weiterhin sind exponentielle Dichotomien fiir Gleichung (1.2) unempfind-
lich gegen kleine Storungen der Differentialgleichung, d.h. (1.1) wird fiir alle Stérungen B
mit kleiner Supremumsnorm ebenfalls eine exponentielle Dichotomie besitzen. Dies wird in
folgendem Lemma gezeigt. Natiirlich ist der Kerninhalt dieses Lemmas wohlbekannt, ver-

gleiche dazu [12, 31], sowie [23, 21] fiir unendlich-dimensionale Systeme. Allerdings soll hier



doch fiir parameterabhéngige Differentialgleichungen die Abhéngigkeit der Projektionen P

sowie der Halbgruppen T'(¢, s) von den Parametern behandelt werden.

Lemma 1.1 Die Gleichung (1.2) mit zugehoriger Halbgruppe T'(t, s) habe eine exponenti-
elle Dichotomie auf J = [tg,00) mit den Konstanten K, \° und \*. Es sei V. C R™ eine
offene Teilmenge. Wihle nun ein v > 0 so klein, daff \* + \* — v > 0 ist. Dann existiert
ein 0 > 0 nur abhdngig von A und v, so daf$ folgendes gilt.

Es sei B :V — C%J,L(X% X)) in C* beziglich € fiir k > 0. B habe lokal Hélderstetige
Werte und es sei supe oy |B(€,t)| < 6. Dann erfillt die zu (1.1) gehorige Halbgruppe
T.(t,s) :

(i)  Gleichung (1.1) hat eine exponentielle Dichotomie, wobei die Projektion P, € C* in

€ ist, und es gilt firty < s <t

)Dg‘ (Te(t,s)PE(s)> )
’Dg (Te(s,t)(l — Pe(t))> < Kebries

Ko~ —)(t—s)

IN

fir alle 0 < 7 <k.

(ii) FEs sei dariberhinaus

‘Dg (PB(e,t)(1 - P)) Dg (1—P)B(e,t)P)| < Cle~ W=t

67

9
(6%

firt >ty und 0 < j < k. Dann ist auch
|DI(P = Pu(t))]a < Ke”™

fir t > to.
(iti) Es sei |B(e,t)|a < C (€N 4 e=O"=08) it X < X%, Dann ist

|P = P(t)]a <K (6 cem Wt L o= (AT 6—(>\S+)\“—7)t) ‘

Beweis. O.B.d.A. sei ty = 0. Die Voraussetzung iiber die Holderstetigkeit von B in der
Zeit t wird nur gebraucht, um spéter starke Losungen der von (1.1) stammenden Integral-
gleichungen zu erhalten, siehe [23, Thm. 7.1.3|. Betrachte folgende mit gewichteten Normen

versehene Raume :

XY = {X(t)/X(-) : [to, 00) — L(X®) stark stetig und sup, <, | X (t)]o =: || X]| < oo}
Xy = {X(ts)/X(t,s) € L(X®) stark stetig in tnp < s <t und

sUPyy<acy | X (1 8)]a €7 =1 || X, < o0}
Xy = {X(s,t)/X(s,1) € L(X?) stark stetig in ¢y < s <t und

SUPyy <oy [ X (5, 8)]a €7 =t [ X[, < o0}

Auf diesen Rdumen mit n = A* — v beziehungsweise n = \* — ~ werden nun Operatoren

70 - st—w X Xf"—v xV — X°
T 0 Xy, xX'xV — A5
T XL x XXV = A



folgendermafen definiert. Dabei wird die Abhéngigkeit von € nicht mehr explizit angegeben.

.

TOXS, X" (t)= P— fo (t,7)P B(e,7) X"(,t)dr—
[T, 7)(1 — P) B(e,7) X*(7,t) dr
T5(X5, XO)(t,s) = T(t,s)PX°(s) + [ T(t,7)P B(e,7) X*(1,s) dr—
(1.3) < [T, 7)(1 — P)B(e,7) X*(7, s) dr
TUX", X% (s,t) = T(s,t)(1—P)(1—Xs))+
fo T(s, PB(e 7) X*%(7,t) dT—
\ f T(s,T P) B(e, ) X“(1,t)dr.

Diese Abbildungen sind offensichtlich linear und stetig in B € C°([0,00), X*) und damit
C* in ¢, sowie linear bzw. affin in den anderen Variablen. Ferner sind die Bilder auf den
Definitionsbereichen wieder stark stetig. Die folgenden Ungleichungen zeigen, dafi die Ope-
ratoren auch stetig in die gewichteten Raume abbilden. Die mit || - || bezeichneten Normen
beziehen sich stets auf n = A\* —~ bzw. n = \* —~, deshalb werden die Indices im folgenden

weggelassen. Zuerst schiitzen wir 79 ab.
ITO(XS,X“)(t)La
< |P|a+/0 T'(t,7) Ploix xe) [B(€7)|Lixe x) [ X (7 ) |o dT +
/00 |T(t, 7)(1 = P)|rcx,xe) | Be, T)|nxe x) [ X7, 1) | dT
< Pl + / K(t — 1)~ 0= § === || x| dr 4
/ K(r — )= e~ 0=0) § =0 =00 || 9| 7
< |Pla+ KCO (X" + 1X°[1)
Anschlielend berechnen wir die Norm von 7°*

‘TS(XS,XO)(t, 3)‘04 6()\5—'y)(15—s)

t
< NN (K(WH) 1X°) + / K(t—7) e M) 5N X¢|| dr +

/ K(r—t)™° e M=) § o= (W =n)(r—s) 1 X% dT)
¢

IN

t 0
KX+ K510 ([ (= ears [ gy e 0o ar)
s t

K || X°)| + KC5[|1X°|

IN

und zuletzt die Norm von 7%

(X", XO)(5.0)] o o0
< eQ*ﬂ@@(Ka*ﬂsw1+HX%n+



/KS_T)(X—AST)(SG )\“—'ytTHXquT_
/ K(s—71)“e™ (1=5) § = (A" =(t=7) HXquT)
§ K(l—f‘HXOH)‘FK(SHXuH</ (S_T)—ae—()\u+/\“_’y)(5—7)d7—_
0

t

(s—71)7° e (T=9) dT)

T~

< K(L+]|IX°)) + KC5]|X"].

Beachte hierbei, daB nach Vorausssetzung v und A*+A*—~ > 0 sind. Die Konstante C' < oo
hangt nur von A*, \%, v und « ab. Fiir a = 0 gilt C = ﬁ in der ersten beziehungsweise
C=1 + PR /\u — in den beiden anderen Gleichungen.

Die zusammengesetzte Abbildung

T:oX XA XV = X x A
definiert durch
T(X*, X") = (T(X*, T°(X*, X")), TH(X", T°(X*, X))

ist dann eine Kontraktion gleichmiBig in e € V/, falls § < &, := (K (K +1)C)~" ist. Deshalb
existiert ein eindeutiger Fixpunkt (X7, X¥), der k-mal differenzierbar in € ist, vergleiche
(8, Thm. 2.2.2]. Definiere P.(t) := 7°(X$, X“)(t). Es soll nun gezeigt werden, dafl P.(t)
und (1 — P.(t)) die gewiinschten Projektionen auf den stabilen beziehungsweise instabilen

Unterraum sind. Setze dazu in die beiden letzten Gleichungen in (1.3) {iberall die erste
Gleichung fiir P.(t) ein:

([ X3(t,s) = T(t s)P — [; T(t,7)P B(e, ) X!(r,s)dr—
ft )(1—P)B(e,7) Xi(r,s)dr+
(1.4) fs T( t,T PB(E,T) Xf(T, s) dT
' X¥(s,t) = T(s,t P)+ [ T( — P)B(e,7) Xi(7,t)dr+
fo STPBET)Xu(T t)dT—
L fs T(s,7)(1— P)B(e,7) X¥(1,t)dr.

Fiir t = s ergibt sich dann

Xit,t) = P— [T 7)(1—P)Be,7) Xi(7,t) dr—
(1.5) fo T( )PB(e 7) XU(7,t) dr
| Xyt t) = +f0 (t,7)P B(e,7) X!(T,t) dT+

LOOT( ) )(1 _P)B(€7T)X:(T7t)d T.

Dann folgt X?(t,t) + X!(t,t) = 1. AuBerdem siecht man, daB X7(¢,t) = P.(t) ist. Als
néchstes wird gezeigt, dafl die Abbildungen P.(t) Projektionen sind. Dazu multiplizieren



wir (1.4a) von rechts mit X*(s,s) und (1.4b) mit X*(¢,¢). Anschlieflend setzen wir die
Gleichung (1.5) ein und benutzen X?(t,t) + X! (t,t) = 1. Wir erhalten

X (t,8)X?(s,s)
= T(t,s)P — 2/ T(t,7)P B(e,7) X} (,s)dr +

S

T(t,7)P B(e,7) X} (7,s) X"“(s,s)dr —

[e.o]

T(t,7)(1 — P)B(e,7) X (1,5) X°(s,s)dr +

t

T(t,7)P B(e,7) X (7,5) X°(s,s)dr

— T

X (s, t) X "(t,t)
= T(s,t)(1=P)+ 2/00 T(s,7)(1— P)Bl(e,7) X;(7,t)dr —

/OOT P)B(e,7) XZ(1,t) X°(t, t)dr +

/ T(s,7)P B(e, ) X} (1, t) X“(t,t)dr —
0

/T(, (1= P) Ble, ) X*(r,£) X"(t, 1) dr.

Nun hat diese Gleichung in den neuen Variablen X*(t,s) = X3(t, s)X*(s, s) und X*(s,t) =
X¥(s,t)X"(t,t) in den gleichen Rdumen wieder einen eindeutigen Fixpunkt. Dabei wer-
den die Integrale, die nur X?(7,t) und X!(7,s) enthalten, fest gelassen. Dieser Fixpunkt
ist dann aber durch (X?(t,s), X¥(s,t)) gegeben, wie man leicht nachrechnet. Daher gilt
XE(t,s) = X5(t,8)X?%(s,s) und X(s,t) = X (s,t)X"(t,t) fur alle t > s. Insbesondere
sind X*(¢,t) = P.(t) und X"“(¢,t) Projektionen. Auf dieselbe Art und Weise beweist man
die Halbgruppeneigenschaft von (X*, X*). Beachte dabei, daf§ die Gleichung fiir X"(s,t)
auch fir s > ¢ Sinn macht. Damit ist (i) gezeigt.

Nun zur zweiten Behauptung. Zunéchst sei der erste Teil der Fixpunktgleichung (1.3) wie-

derholt:
P—P(t fo (t,7)P B(e,7) XM(,t)dT+

[T, 7)(1 — P) B(e,7) Xi(7,t) dr.
Diesen Ausdruck gilt es nun abzuschétzen. Aus (1.4) folgt leicht

PX"(s,t) = [JT(s,7)PB(e,7) X!(7,t)dr
= fos T(s,7)P B(e,7) PX"(7,t)dr+
Js T(s,7) PB(e,7)(1 — P) X!(r,t) dr.

Nun wird wieder mit einer gewichteten Norm abgeschétzt

|PX (s, £)|0 eX" =09 (05 <



< A =N(E=s) (A= (/ K(s —a o =AN(s=7) § o= (A=) (E=T) (=N =T g
| €l

(‘s 1PXE( Ol

0<7<s

/ K(s—1) e N6 0 e W7 o= =(t=7) g7 ||ij||)
0

A=) (t=7) e(”ﬂ)f) n

< KCC|XY|+ KC§ ( sup  |PXY(7,t)|a e(/\“’Y)(tT)e()\S»yﬁ') '

0<7<s

Daher kann nun |X}| in dieser neuen gewichteten Norm durch

sup |PXY(s,1)|q e ") N0 < KOC (1 — KC8) ™ || XY

t>s

< (K+DoC|IXy|
abgeschitzt werden. Die analoge Abschétzung gilt fiir X?

sup (1= P)XE(t8)]a e 0 e < (K 4 )00 X

t>s

Um diese letzte Abschétzung zu erhalten, mufl die Fixpunktgleichung (1.3) noch einmal mit
den neuen Normen geltst werden, denn wir miissen ein Supremum fiir ¢t < 7 < oo bilden.
Dann existiert wieder ein eindeutiger Fixpunkt aufgrund des Kontraktionssatzes und die
in den verschiedenen Rdumen erhaltenen Losungen stimmen iiberein, da Beschrénktheit
der neuen Norm die Beschranktheit in der alten impliziert. Damit erhdlt man schliefllich

unter Verwendung dieser Abschétzungen die Ungleichung
|P — P.(t
’/ (e,7) X (7, t)dr

’PX;‘j t6)] +

IN

+) /too T(t,7)(1 = P) B(e,7) X3(r, 1) dr

[0}

\(1 - P)X:(t.1)

«

< const. e~

Die gleiche Methode wendet man noch auf die Ableitungen nach € an. Damit ist (ii) gezeigt.
Nun zum dritten Teil. Hier ist konvergiert also B(t) wie C' (e AL 6_(’\35_7”) gegen

0. Diesmal braucht man keine gewichteten Normen:

|])'_'}1(t”a

«

t 0
< ’/T(t,T)PB(e,T)Xf(T,t)dT +‘/ T(t,7)(1 — P) B(e,7) X(r,1) dr
0 «a t
t
< / K(t— 7)™ e X (6. W07 4 om0 0r) o= | X0 dr 4

/ K(r — ) e X0 (c. om0 4 O =7) =00 | X3 dr

< COIlSt.( PP O L _i_e*()\ssf“/)t —|-e*()‘s+>‘u*’7)t).



Das beweist (iii) und damit das Lemma. O

Lemma 1.2 FEs gelten die folgenden Aussagen.

(i)  Lemma 1.1 hat folgende Verallgemeinerung: ausgehend von einer exponentiellen Di-
chotomie der Gleichung & + Az = B(t)x (anstelle von (1.2)) hat jede Gleichung
i+ Az = B(t)z + B(t)x mit sup |B(t)| hinreichend klein ebenfalls eine exponentielle
Dichotomie. Es gelten wieder (1) bis (iii) aus Lemma 1.1.

(ii) Jede Projektion P(0) mit RP(0) = RP(0) definiert eine exponentielle Dichotomie
P(t) und es gilt

|P(t) = P(t)|a < Ce X

(iii) Falls |B(t)] — 0 fiir t — oo gegen Null konvergiert, dann folgt P(t) — P.

(iv) FEs sei B € [0,1). Dann sind der Halbflufs X (t,s) von (1.1) und die Projektionen
P(t) im Inneren von J auf L(XP) fortsetzbar. Auflerdem hat Gleichung (1.1) eine
exponentielle Dichotomie in X?, wenn sie eine Dichotomie in X besitzt.

(v)  Die Projektionen P(-) € C°((ty, 00), X?) sind stetig in der Operatornorm im Inneren
von J fir jedes € [0,1).

Beweis. Um Behauptung (i) zu zeigen, ersetzen wir im Beweis von Lemma 1.1 die kon-
stanten Projektionen P durch die zeitabhéngigen neuen Projektionen P(t). Die Argumente
bleiben dadurch unveréndert.

Wir zeigen als néchstes (ii). Es sei durch den Graphen der stetigen Abbildung
L:R(1 - P(0)) — RP(0)

ein Komplement von RP(0) gegegeben. Dann definieren wir

P(t) :== P(t) — T(t,0) LT(0,t)(1 — P(0)).
Wir sehen leicht, daB P(t) eine Projektion mit Bild in RP(t) ist, denn wegen RL C RP(0)
gilt
P(t) = P(t) — T(t,0)P(0) LT(0,t)(1 — P(0)).

Weiterhin folgt daraus
|P(t) = P(t)]a < |T(t,0)P(0)]a |Lla |T(0,1)(1 = P(t))|a < K?|Lloe”* .

Die Inverse von T'(t, s) fiir t > s auf R(1— P(t)) ist durch (1— P(t)) T(s, t) (1— P) gegeben,
denn es gilt (1 — P(t)) (1 — P(s)) = 1 — P(t). Die exponentiellen Abschéitzungen folgen
jetzt leicht.

Die Behauptung (iii) folgt wie in [31, Lemma 3.4]. Der Beweis wird deshalb hier nicht

ausgefiihrt.



Wir beweisen (iv). Aus [23, Thm. 7.1.3(c) (i),(ii)] folgt fir 8, (8 + ) € [0,1), x € D(A)
und h > 0 mit Konstanten C(3,v) < oo:

. X+ ht)aly € C(8.7) A0 fal,
I X(t+ht)r—zxlg < C(B,7) R |z|s4,.

Aus [23, Thm. 7.1.3(b)] folgt ferner, dal X (¢, s) ein stark stetiger HalbfluB in X7 ist fiir
jedes B € [0,1). Es sei im folgenden = € D(A). Fiir § < « folgt dann aus (1.6(a))

(1= P®)zls = [X(t1) (1 - P(t))z]s
= |X(tt+1)(1—-Pt+1)X
IX(tt+1)(1—Pt+1)X

K|X(t+1,t)zle < KClx|g

t + 1,t)[L‘|/g
t+1,t)zl,

—~

<
<

fiir jedes 3 € [0,1). Wir setzen § = § und sehen, daB die Projektionen P(t) und (1 — P(t))

sich auf X? fortsetzen lassen. Fiir 3 > « gilt ebenso

(1= P(t)zls

X (tt—h)X(t—ht+1)(1—P(t+1)X(t+1,0)2]s
< O |X(t—ht+1)(1—Pt+1) X(t+1,8)z|
< KO(h)|X(t+1,8)z]s < KC|zls.

Dabei wahlen wir A so klein, dafl ¢ — A im Inneren von J liegt. Damit konnen wir die
Projektionen auf X7 fiir jedes 3 < 1 fortsetzen. Mit der gleichen Methode zeigt man leicht,
daB X(t,s) in X? wieder dieselben exponentiellen Dichotomien besitzt.

Zuletzt zeigen wir (v). Der Beweis verlduft wie in [23, Lemma 7.6.2 (iii)]. Aus den Abschétz-
ungen in (iv) - insbesondere aus (1.6) - folgt fiir z € D(A) und v+ 3 < 1

(1= P(t+h))z — (1 — P(t))z|s
< |(X(t+ht)—1)(1—=Pt)zla + |1 —Pt+1)(X(t+ht)e—2x)s
< CKh|(1 = P(t))x|gsy + | X+ h,t)x — 2

< OW'|z|g + ChPlz|s < Oh7|z|s.

Damit ist P(t) sogar Holderstetig und das Lemma ist gezeigt. 0

Bemerkung 1.3 (i) Mit den gleichen Argumenten beweist man analoge Versionen der
Lemmata 1.1 und 1.2 fir das Intervall J = (—o0, to).
(ii) Wie bereits im Beweis von Lemma 1.1 bemerkt, wird die lokale Hélderstetigkeit von

B in der Zeit t nur gebraucht, um starke Losungen X° und X" zu erhalten.

Fiir weitere Eigenschaften von exponentiellen Dichotomien speziell fiir durch sektorielle

Operatoren definierte Halbgruppen, siehe [23, ch. 7.6].



Fiir gewohnliche Differentialgleichungen ist es nun einfach, eine exponentielle Dichotomie
auf einem Intervall J = [ty, 00) mit ¢ty > 0 auf das Intervall [0, c0) (oder jedes andere groBere
Intervall) auszudehnen. Dies wurde zum Beispiel von Coppel [12, ch. 2| gezeigt. Anders
sieht dies fiir semilineare parabolische Gleichungen aus. Dort kann man die Projektionen

nur unter bestimmten Voraussetzungen fortsetzen.

Lemma 1.4 Es sei B(-) € C°([0,00), L(X®, X)) lokal Hélderstetig und ty > 0. Die Glei-
chung © + Ax = B(t)x mit Halbgruppe T(t,s) habe eine exponentielle Dichotomie mit
Projektion P(t) auf J = [ty,00) (bzw. (—o0,—ty]). Es sei codim RP(ty) < oo. Fulls
T(t,s) : X — X injektiv ist und dichtes Bild fir allet > s > 0 (bzw. 0 >t > s)
besitzt, dann existiert eine exponentielle Dichotomie auf [0,00) (bzw. auf (—o0,0]). Dabei
andert sich im allgemeinen der instabile Raum R(1— P(t)) (bzw. der stabile Raum RP(t)).

Beweis. Zunichst sei J = [tg, 00). Dann ist nur RP(t) eindeutig bestimmt, der Kern kann
frei gewahlt werden. Wihle ein g : X* — R™ linear und stetig mit Ke g = RP(ty), zum
Beispiel setze g = 1 — P(ty). Hier sei n := codim RP(ty) < co. Dann ist die Kodimension
von Ke goT(tg,0) = T(tg,0) " RP(ty) =: Vy wieder n, da das Bild von T'(ty, 0) dicht ist und
rang g = n gilt. Wahle nun ein Komplement W, von V4 in X¢. Aufgrund der Injektivitét
und der Dichtheit des Bildes sind dann auch Cl T'(¢,0)Vs und T'(¢,0)W, komplementéar in
X fiir t > 0 und spannen X auf. Daher definiert diese Zerlegung stetige Projektionen
Q(t). Natiirlich gilt dann RQ(t) = RP(t) fiir t > t5. Zu zeigen ist das exponentielle
Abklingverhalten fiir T'(¢, s)Q(s) und T'(s,¢)(1 — Q(t)) mit t > s > 0. Aus [23, p. 195] folgt

1T(t,5)]q < MeYt9)
fiir ein v > 0, die exponentielle Dichotomie liefert
IT(t,5)Q(8)]a < Ke A7)
fiir t > s > to. Daher gilt dann fir t > tg > s > 0

T(t,5)Q(s)la < [T(t,t0)Q(to)]a T (to, 8)]a < KMe= N7t llo)
< KMe(AS—Fw)toe—)\s(t—s) )

Eine analoge Abschitzung gilt fiir T'(s,¢)(1 — Q(t)). Daher sind die Q(t) exponentielle Di-
chotomien. Genauso (man vertausche die Rollen von stabilem und instabilem Raum) zeigt

man das gleiche Resultat fiir das Intervall (—oo, 0]. O

Wir beachten, daf bei dieser Verdanderung der Projektionen die Abschitzungen von Lemma
1.1 wegen Lemma 1.2(i) auch auf dem neuen Intervall [0, o] gelten.

Die Voraussetzungen an die Halbgruppe (Injektivitdt und Dichtheit des Bildes) sind sehr
stark, lassen sich aber trotzdem fiir eine grofie Klasse von semilinearen parabolischen Glei-
chungen nachweisen. Insbesondere Gleichungen mit analytischen Nichtlinearitdten und vie-
le Reaktions-Diffusions Gleichungen besitzen diese Eigenschaften, vergleiche [23, sect. 7.3]

und die dort angegebene Literatur.



1.2 Gestorte lineare Gleichungen

Hier soll eine Darstellung von Losungen parameterabhéngiger nichtlinearer Differentialglei-
chungen in der Nihe eines hyperbolischen Gleichgewichts durch Losungen der Linearisie-
rung gezeigt werden. Fiir verwandte Resultate vergleiche zum Beispiel [11, ch. 3.8], [22, ch.
X.13] und [29, Lemma 4.4].

(A1) Es sei A ein sektorieller Operator und f € C#(X® X) fiir ein 8 > 0. Ferner sei
f(0) = Df(0) = 0. Das Spektrum von —A zerfalle in zwei Spektralmengen o(—A) =
o® U 0%, wobei die Ungleichung Rec® < —a®* < Reo? erfiillt sei. Aulerdem gelte
Reo® = —)\° < 0. Mit ) und F§* bezeichnen wir die zu dieser Zerlegung gehérenden
Spektralprojektionen, siehe [23, ch. 1.5]. Es sei dim RQ§ < oc.

Weiterhin sei Ay := AQ{ und A, := AFJ°. Betrachte dann die parabolische Differential-
gleichung
(1.7) T+ Az = f(x), ze€X“

Lemma 1.5 Die Voraussetzung (A1) sei erfillt. Dann existiert ein § > 0 mit folgender
Figenschaft. Es seixy € Us(0) C X und x(t) firt > 0 die Losung von (1.7) mit 2(0) = xq.

Dann existiert der Grenzwert v := lim;_, et 2(t) € RQj. Auferdem gilt
|$(t> . e*Ast U‘a < Ce™ min(ass,(lJr/B))\S)t.

Diese letzte Abschditzung gilt auch fir die Ableitung nach t.

Beweis. Es sei (1+ %)7 < A* und 4 so klein, daB sup,¢y,, [Df(2)| < 7 ist. Dann existiert
jede Losung z(t) mit |2(0)|, < d natiirlich fir alle t > 0. Tatséchlich konvergieren alle diese
Losungen wie e~ = gegen 0 fiir ¢ — oo. In der Umgebung Us(0) gilt ferner |f(z)| <
K |z|5+5.

Wir schreiben die Differentialgleichung in eine Integralgleichung um und projizieren gleich

in den schwach beziehungsweise stark stabilen Unterraum.

{ Qsa(t) = e MIQsa(s)+ [Le A EDQs f(x(r)) dr

1.8
(18) Pra(t) = e At pssg(s) + fste_A”(t_T)Pé”s f(z(7))dr.

Unter Beachtung der Ungleichung fiir f folgt dann fiir ¢t > s

| [L et Qg f(a(T)) drla | [f CeX TR e+ =7 7|

KCe X =0+80s (1 — ¢ (ﬁx\s—(1+ﬁ)v)(t—8))
f C —« 7ass(t T)Ke (1+B)(/\S dT
Cle— win(a® (1+5)( -t

(1.9) |fst e~ A=) Pss f(x(7)) dT|

VAN VAN VAR VAN



gleichméBig in s. Dabei mufl a*® eventuell ein wenig verkleinert werden, was aber nur die
Konstanten der exponentiellen Dichotomie éndert. Aus der ersten Abschétzung in (1.9)
folgt daher, daf e*! x(t) eine Cauchyfolge in X fiir ¢ — oo ist. Es sei

v = lim e’ 2(t) = lim e Q5 x(1).
t—o0 t—o0

Dann ist v € RQ)j und es gilt

Qiet) = ot [ DG, et

o

Dies folgt aus Gleichung (1.8) nach dem Grenziibergang s — oo, der jetzt ja erlaubt ist.

Nun kann die Approximation e~4s'v mit z(t) verglichen werden. Zunichst folgt aus (1.9)

die Abschiitzung |z(t)|, < Ce*"t. Deshalb ist dann

(1.10)  |a(t Ast
/ Ce N (1) |47 dT—i—/ C(t —e e ) (1) P dr
7m11’1 (a8, (14+B8)A%)t
Fiir die Abschitzung der Differenz der Ableitungen dieser Ausdriicke werden [23, Lemma

3.5.1] sowie die auf Gleichung (1.8) folgenden Ungleichungen verwendet. Dies soll hier nicht

weiter ausgefiihrt werden. O

Bemerkung 1.6 Es seien die Annahmen aus Lemma 1.5 erfillt. Zusdtzlich sei
—As = (N +iw) Qg

mit einem einfachen Eigenwert —X° + iw. Wir definieren 3 := min(8, (a** — X*)/\®). Mit
b= e gilt dann x(b) = bv + O(|b|**7) sowie |DyO|, < [P bis in b= 0 hinein.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 1.5. U

Ab jetzt beschrinken wir uns in diesem Abschnitt auf gewohnliche Differentialgleichungen.
Zuerst stellen wir einige spezielle Darstellungen von Lésungen in der stabilen und instabi-
len Mannigfaltigkeit bereit, die wir spéter bei der Behandlung der Orbit-Flip Verzweigung

bendtigen werden.

Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung
(1.11) i+ Az = fo.p), (@.0) € R X V.

Hier ist V' C RP offen. Wir treffen folgende Annahmen.



(A2) Es sei f € C* fiir ein k > 2. Ferner sei f(0,u) = D,f(0,u) = 0 fiir u € V. Das
Spektrum von — A zerfalle in zwei Spektralmengen

o(=A(p) ={-N(n)} U o¥(n),

wobei die Ungleichung Re 0°%(u) < —a®® < —A*(pu) < —a® < 0 gleichméfig in p gel-
te. Wir setzen voraus, dal —\*(p) ein einfacher Eigenwert ist; dann ist \*(u) € C*.
Mit @ und F§°® bezeichnen wir die zu dieser Zerlegung gehérenden und o.B.d.A.
von 4 unabhéngigen Spektralprojektionen. Weiterhin sei Ags(p) := A(p)Pg® mit
o(—Ass(p)) = 0% (). Wir nehmen ferner an, dafi die lokale stark stabile Mannig-
faltigkeit im Eigenraum RFj* enthalten ist.

Zusétzlich zu dieser grundlegenden Annahme benotigen wir spéter die folgende Vorausset-

zung.

(A3) Die Spektralmenge o**(1) zerfalle ebenfalls in zwei Mengen

¥ () = {=A"(u)} U o"(n),

wobei diesmal die Ungleichung Re 0" () < —a” < —A*(u) < —a®® < 0 gleichméBig in
w gelte. Es sei —A*%(u) ein einfacher Eigenwert. Die zugehorigen Spektralprojektionen
bezeichnen wir mit Q§° und FJ; es gilt also F§® = Qf° + Fj. Ferner sei A,(u) :=
A(p)Py. Diesmal sei auch die duBlerst stark stabile lokale Mannigfaltigkeit 17/ .(0) in
RPF] enthalten.

Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.7 Die Voraussetzung (A2) sei erfillt. Dann existiert ein 6 > 0 mit folgender
Eigenschaft. Es seien kleine Anfangsdaten xo(p) € C*(V,Us(0)) und zugehdrigen Lisungen
x(p,t) von (1.11) gewdhlt.

Dann existiert der Grenzwert v*(p) := lim;_oo €N W x(pu,t) und v*(u) € RQS ist C* in p.
Ferner gelten die Abschdtzungen

D (2, 1) = e X0 ()| = O(e*") P + Oe )
Pubitie 0 = DD} (W () + O 4 e

fir g =0,1.
Ab jetzt gelte zusdtzlich noch (A8). Zusdtzlich gilt dann folgendes.
(i) Es seiv®(n) = p1. Dann ezistiert eine Funktion v**(u) € CH(V,RQg®) mit

D] (a, 1) = 00 (1) = O 0 )
— O (llull(e—asst + 6—2a3t> + 6—201351&) + O<€—o/t>P6"

fir 7 =0,1. Dabei ist i durch p = (u1, ft) definiert.



(ii) Es gelte \**(0) < 2X*(0). Dann ezistiert ebenfalls ein v¥*(u) € C*(V,RQ3*) diesmal
mat
1DF (w(11,8) — 0 0" () — e 0 075 (1)) | = O~ ") + O™ )
fir 7 =0,1.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Behauptung iiber v*(u). Dies folgt wie in Lemma 1.5,
denn die dort aufgestellten Integralgleichungen gelten auch im parameterabhéngigen Fall.

Wir erhalten analog zu (1.8)

Qi) = & Bl 17 ol
(1.12) ) )
Pss (M’ ) — e Ass()( s)POss +f e~ Ass (W) (t—7 Pss f( (M’ )’M) dr.

Diesmal ist f € C* mit k > 2. Daher gelten die Abschitzungen aus Lemma 1.5 mit 3 = 1.
Wir sehen, daB8 das mit e*” (! multiplizierte erste Integral wieder eine Cauchyfolge ist und

erhalten schliefSllich die Grenzwertgleichung
t

(1.13) Qy (i, t) = e 000 () + / eNOQS F(a(p, 7)) dr

o0

fiir v*(p) := lim; o €N W z(y,¢). Insbesondere ist v*(;) € C*. Aus (1.13) und der Glei-
chung

t
Bitalut) = B )+ [ e IR f o), dr

erhalten wir schliefflich die geforderten Ungleichungen. Dabei beachten wir, daf§ wir auf-
grund der Koordinatenwahl W;2(0) C RF}® die Nichtlinearitét in den Koordinaten (z*, %)
€ RQ{ x RE§® durch |Q§ f(2° + 2%, )| < C'|2°| |2° + 2| abschétzen kénnen. Eine Anwen-
dung der Gronwallschen Ungleichung liefert dann das Resultat. Die Abschétzungen fiir die
Ableitungen nach g und ¢ erhélt man durch Differenzieren ebenfalls aus diesen Integral-
gleichungen. Dabei beachten wir die Voraussetzung D, f (0, 1) = 0 fiir die Abschétzung der
Ableitung nach pu.

Als néchstes beweisen wir (i). Nach Voraussetzung gilt also v*(u) = 1. Wegen der Annah-
me (A3) konnen wir die vorher erzielten Resultate in der stark stabilen Mannigfaltigkeit auf
x((0, 1), t) anwenden, denn fiir yy = 0 liegt = (u,t) in der stark stabilen Mannigfaltigkeit.

Wir erhalten also
(1.14) (0, ), t) = e XTOP (0, ) + O(e™) Py + O(e™™™),

Anschlieflend betrachten wir den Fall u; # 0. Dazu fassen wir x(p,t) als Stérung von
x((0, f1),t) auf. Es sei also z(u,t) = x((0, i1),t) + w(p, t). Dann 16st w(u, t) = (w®, w) €
RQ§ x RF;? die Integralgleichung

[ wi(pt) = e N0y +f e‘” t‘T’QSf(I((O,ﬂ)J)+w(u,f),u)d7
w(pt) = e A () + [} e An Qg

(<A55<o, m — Aus() 2((0, ), )+

F(@((0, ), 7) + (s, 7), 1) = F(2((0,72),7), (0, ) ) dr

(1.15X




Wegen |w(p,t)| < |ui]e™"t folgt zunichst wieder

Q(s) .1'(#, t) = ws(l% t) = 67)\5(“##1 + O(’[Lﬂ@iQaSt)_
Aufgrund von
|f (@ 4w, p) — f(, (0, )] < O]z +w]
folgt aus Gleichung (1.15) auflerdem

|’LUSS(ILL’t)’ < ‘,u1|€_>\ss(u +f =255 () (t—T7) (|,u1|e—oz T4 ‘,U ‘( —2aST+e—aSST)) dr
C e o)

Aus diesen Abschitzungen und (1.14) folgt (i); die Abschétzung fiir die Ableitung erhalten
wir auf die gleiche Art und Weise.

N

SchlieBlich miissen wir noch (ii) zeigen. Dazu zerlegen wir die Differentialgleichung in drei

Komponenten.

Qox(u,t) = e NEIQs(, 5) + [[ e N WEIQS f(a(p, 7). p) dr
(1.16) w(p,t) = e MW= SQ“ s)+ [Le AT WENQs fa(p,7), 1) dr
PT (t) = e WPy xo(p) +f e~ MWD f(x(p, ), 1) dr

Nun schétzen wir die ersten beiden Integrale ab.

MTQS f (s, 7), ) dr) < [ ceX T g2 dT‘
< C |@—As(u)t _ e—AS(u)s|

und

IN

fst e)\ss(,u)TQgs f(:l:(,u, T)’N) dT‘ ‘fst CeAss(M)r e—QAs(M)T dT)

< O e @XW=A W =X =A"(1)s |

Aufgrund der Voraussetzung A**(0) < 2A%(0) sind daher beide Integrale Cauchyfolgen und
konvergieren fiir ¢ — oo gleichméfig in p. Wir definieren nun

vi(p) = Qfx(k,0 —i—foo A “)Tst( (p,7), p) dr
v () = QF a(p,0) + 5T X WTQE fa(p,T), ) dr

und erhalten dann anstelle von (1.16) die Gleichungen

Qix(p,t) = e MWhys(p) — [ 6‘”")“‘”@8f(ar(uﬁ),u) dr
) = ) g Gl )
Pialt) = e OB ao(u) + fL e TP o), )

Daraus folgen schliellich die Abschidtzungen aus (ii). Damit ist das Lemma bewiesen. [

Ebenfalls fiir die Behandlung der Orbit-Flip Verzweigung werden wir Losungen der adjun-
gierten Variationsgleichung entlang eines homoklinen Orbits durch Loésungen der adjun-
gierten Linearisierung im Gleichgewicht darstellen. Die nétigen Abschitzungen stellen wir

in dem folgenden Lemma bereit. Zunéichst geben wir die Annahmen an.



(A4) Essei —A(u) € C*(L(R™)). Das Spektrum von —A(u) zerfalle in Spektralmengen

o' () U{=A" ()} U {=A*(w)} U o"(p)
mit
Reo"(p) < —a” < =A%¥(u) < =N (p) < a® <0 < a" <Rea®(p).
Die zugehorigen Spektralprojektionen Fj, Q5°, ¢ und Fj' seien unabhéngig von
w. Es bezeichne T'(u,t,s) die Halbgruppe von —A(u) und es sei Py = Qf + Q8 +
Py Schliefilich sei eine Abbildung B(u,t) € C*(V x [0,00) — L(R"™)) gegeben mit
| DI B(p, )] < Ce™" fiir 0 < j < k. Hier sei k > 2.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung
(1.17) T+ A(u)r = B(p, t)x

Wir bezeichnen den stabilen Teil der Losungshalbgruppe von (1.17) mit X*(pu,t,s) fir
t,s > € > 0. Dieser Anteil existiert nach Lemma 1.1, sofern nur €2 hinreichend grof ist.

Dann erhalten wir das folgende Lemma.

Lemma 1.8 Die Voraussetzung (A4) sei erfillt und 2 sei hinreichend grof. Ferner sei
A*¥(0) < a*. Dann ezistieren Abbildungen

Q (1, Q) = Qi+ [ eNWTD Qs B, T) X5 (p, 7, Q) dr
Q¥ (1, Q) = QF+ [ N WT=DQss B(p, 1) X5 (p, 7, Q) dr

mit der Eigenschaft
‘Di (Xs(,u;t) N ef)\s(u)tQS(lu’ Q) _ eiASS(M)ths<u7 Q))| _ O(e (a¥+a®) ) i O( 70“)]35
fir 0 <j <k undt> Q.

Beweis. Zunichst gilt Lemma 1.1 auch fiir parameterabhéngige Operatoren. Daher gilt
| X5, 1, Q)] < C(Q) e Aus (1.4) angewendet auf das Intervall [0, 00) folgt dann fiir
die stabile Halbgruppe X*®(u,t) := X*(u,t,Q) die Identitét

(118 Xo(m,t) = T(ut, VB — [ T(u,t, )Py B, ) X*(p, 7) dr+
Jo T t,7)P5 B, 7) X* (1, 7) dr.

Weiterhin gilt jetzt fiir t > s > Q)

| f; N W=D Qs B, 7) X*(1, 7) d| (Q) e~ (@*Fa"=2()T g7
C(Q) e~ (e +a=A%(u)s

| [ W=D Qs B, 7) X5, 7) dr| (Q) e~ (@ +a" A0 g

)

C(Q) e~le*+a"=A%(w)s,

VAN VAN VAN VAN



Beachte dabei die Voraussetzung A**(u) < «o". Beide Integrale sind daher Cauchyfolgen

und konvergieren fiir ¢ — co. Wir definieren nun

T (1, Q) = fo N WONQ8 B, ) X*(p, ) dT
TP, Q) =[5 e B, ) X (p,7) dr

und setzen diese Identitdten in Gleichung (1.18) ein

X, t) =T (p, t, QPG + T(p, t,Q2) (T (1, Q) + J* (11, 2)) —
/t T(p,t,7)(Qp + Qp°) B(p, 7) X*(p, 7) dr +

t 00
/ T(,t,7) Py By, ™) X (1, 7) dr — / T(,t,7) P B, 7) X*(u, 7) dr.
Q t

Fiir den Restterm R(p,t) := X*(u,t) — T'(p, ¢, Q) (Qf + J* (1, Q) + Q5° + J** (1, 2)) folgt
deshalb
R(p,t) = T(p,t,Q P”+f£ (1, t, 7) Py B, 7) X*(, 7) dr—
S Tt ) (@) + Q) B, 7) X~ (. 7) dr—
[T, t, )Py Bp, m) X5(p, 7) dr-.

Diese Terme miissen nun noch abgeschétzt werden:

T (n,t, QP < C(Q)e "
|fQ Py B(p,7) X*(p,7)dr| < féC(Q)e_ar(t—T)e—(ab+a“)rd7_
< O(Q) (e7@"t 4 em(eralt
| [T (s t, ) (Q + Q) B, 7) X5(p, ) dr| < [ 0(Q) e N W=Dl +a™)7 g
< C(Q) e~ (a"+a¥)t
|7 Tt 1) Py B, 7) X2 (o m)dr| <0 [ C(Q) e e @t dr
< CO(Q)e(@rtant

Die gleichen Abschitzungen gelten nun wegen Lemma 1.1 und der Voraussetzung an B(p, t)

auch fiir die Ableitungen nach p. Damit ist das Lemma bewiesen. U

Bemerkung 1.9 Die Abbildungen Q*(p, ) und Q**(u,Y) aus Lemma 1.8 sind die Summe
einer exponentiellen Dichotomie fiir Gleichung (1.17) und eines Terms, der das asympto-
tische Verhalten im Bildraum dieser exponentiellen Dichotomie erfaf$t. Der Kern besteht

aus den stark beziehungsweise duflerst stark stabilen Ldsungen.

Beweis. Dies folgt aus Gleichung (1.5b) und den Abschétzungen aus Lemma 1.8. O



2. Der geometrische Zugang: Zentrumsmannigfaltig-

keiten

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel soll die Existenz von Zentrumsmannigfaltigkeiten fiir homokline Orbits
gezeigt werden. Dazu werden wir die Graphentransformation verwenden. Diese Methode
hat eine lange Geschichte. Eingefiihrt wurde sie wohl von Hadamard [19], der wohl um-

fangreichste und allgemeinste Beitrag stammt von Hirsch, Pugh und Shub [24].

Wir konstruieren zunéchst eine lokal invariante Mannigfaltigkeit Wit . die dadurch charak-
terisiert ist, daf} sie alle Losungen enthélt, die fiir negative Zeiten in einer kleinen tubularen
Umgebung U des Orbits (go) bleiben. Anschlieflend kann nach Einschriankung des Halb-
flusses auf diese Fliache die Zeit umgekehrt werden, und mit der gleichen Methode dann in

pon die Existenz von Wy - gezeigt werden. Diese Mannigfaltigkeit soll nun, wie in der

Einleitung erwéhnt, diejenigen Losungen enthalten, die sich fiir alle Zeiten in der tubularen

Umgebung U des homoklinen Orbits aufhalten.

Wie geht nun die Konstruktion dieser Flichen vor sich? Dies geschieht, wie gesagt, mit
der Graphentransformation. Zunéchst werden aus einer exponentiellen Dichotomie ent-
lang der Variationsgleichung des homoklinen Orbits stabile und instabile Vektorbiindel
bestehend aus kontrahierenden und expandierenden Richtungen gewonnen. Tatséchlich ist
die Linearisierung eingeschréinkt auf das instabile Biindel nicht notwendig expandierend,

sie kontrahiert dort aber schwécher als im stabilen Biindel. Dies definiert eine (pseudo-

s mit dem Fluf
loc transportierter Gl”aph

urspriinglicher
Graph

u
VI/lOC

Abbildung 4: Lokale invariante Mannigfaltigkeiten in der Néhe des Gleichgewichts



Jhyperbolische Struktur in der N&he von 7(qo), siehe [241, ch. 5, p.53]. Wir betrachten
Flédchen, die als Graphen iiber dem instabilen Biindel, d.h. als Abbildungen vom instabilen
in das stabile Biindel, dargestellt sind. Die Idee besteht nun darin, auf derartige Flédchen den
Halbflul anzuwenden. Falls dann das so entstandene Objekt wieder als Graph dargestellt
werden kann, so erhalten wir eine Kontraktion auf dem Funktionenraum der Graphen iiber
dem instabilen Biindel; entlang der stabilen Fasern werden die Graphen ja kontrahiert. Der
schwierige Teil ist allerdings der Nachweis, dafl die mit dem Fluf} transportierten Graphen
tatsédchlich selbst wieder Graphen sind. Dazu sind zwei Dinge nachzuweisen. Zum einen
mufl iiber jedem Punkt des urspriinglichen Definitionsbereichs wieder ein neuer Bildpunkt
liegen, zum anderen mufl dieser Bildpunkt auch noch eindeutig sein. In Abbildung 4 sehen
wir aber, da die erste Bedingung, das sogenannte UberflieBen, bei homoklinen Orbits nicht
erfiillt sein wird, denn bereits bei der Konstruktion einer invarianten Mannigfaltigkeit lokal
um das Gleichgewicht pg herum wird der neue Definitionsbereich des transportierten Gra-
phen schrumpfen. Normalerweise umgeht man diese Schwierigkeit durch Globalisierung,
d.h. durch das Abschneiden der Nichtlinearitéat auflerhalb einer kleinen Umgebung von py.
Dies ist bei homoklinen Lésungen nicht so leicht mdéglich, da diese selbst globaler Natur
sind. Stattdessen werden wir in einer geeigneten Umgebung von py im expandierenden

Eigenraum das gesamte Vektorfeld abschneiden, sieche Abbildung 5.

Dadurch verlieren wir zwar die pseudo-hyperbolische Struktur, da in diesem Bereich die
Aufspaltung in expandierende (beziehungsweise schwach kontrahierende) und stark kon-
trahierende Richtungen nicht mehr existiert. Wir kénnen aber durch Aufbringen einer
zusétzlichen Kontraktion im stabilen Eigenraum diese hyperbolische Struktur erhalten. Da-

mit haben wir das UberflieBen des Definitionsbereichs erreicht. Die pseudo-hyperbolische

Wisz(po) Jtabiles
zusétzlich
aufgeprigte
Kontraktion

/'? homokliner
Orbit ¢(t)

K \Invarianz des Definitionsbereichs
der Graphen
Abschneiden des schwachk\

stabilen (bzw. expansiven) = N\

Anteils des Vektorfelds

Abbildung 5: Modifikation des Vektorfelds



Struktur liefert zuletzt, dafl der transportierte Graph wieder als Graph geschrieben werden

kann.

2.2 Das Resultat

Betrachte die Differentialgleichung
(2.1) T+ Ax = f(x), reX®

fir ¢ > 0 und mit z(0) = xy € X*. A sei ein sektorieller Operator, die Nichtlinearitét
erfillle f: X* — X € C™* fiir r, p > 0 und schlieBlich sei f(0) = Df(0) = 0. Ferner sei ¢(¢)
ein homokliner Orbit von Gleichung (2.1) mit lim;_+, ¢(t) = 0. Wir bezeichnen mit 7 (¢, )
die lineare Losungshalbgruppe der Variationsgleichung v + Av = D, f(q(t)) v entlang ¢(t).

Zunéchst gelte folgende Annahme.

(H1) Das Spektrum von —A zerfalle in die Spektalmengen o(—A) = ¢® U ¢¢ U ¢" mit
Reo® < —a™ < —a® <Reo® < a" <a"™ <Reo" < a'.

Die zugehorigen Eigenrdume werden mit E{, fiir ¢ = s, ¢, u bezeichnet. Es sei dim E} <

oo fiir 1 = ¢, u.

Die zu dieser Spektralzerlegung gehdrenden Spektralprojektionen werden mit P fiir i =
s, ¢, u bezeichnet. Ferner sei P** die zur Spektralmenge {\ € o(—A) /Re A > 0} gehorende
Spektralprojektion.

Dann existieren ein ¢, > 0 und komplementiire exponentielle Dichotomien P(t) und Pi(t)

fiir t > ty beziehungsweise t < —ty und ¢ = s, ¢, u mit folgenden Eigenschaften:

1T (t,5)P%(s)]a, < Ke @"=9) t>s>1

(2.2) T(t,s)P(s)]la < Ke(79) t=s2t
' 1T (t,s)P(s)]a < Ke*(7 s>t >t
|T(t,8)P%(s)]a < Ke*"(t=9) s>1t>t

und fiir negative Zeiten

T (t,8)P5(s)]a < Ke @ (=9 s <t<—t

(2.3) T(t,5)P(s)]e < Kex(t) s <t < —t
' |T(t, s)P(s)]a < KeX'(D t<s<—t
[T (t, s)P"(s)|e < Ke"(=9) t< s < —t.

Die Existenz dieser Projektionen folgt aus Lemma 1.1. Wende dieses Lemma mit den
Exponenten —a*® und —a® sowie mit Exponenten a* und a** an. Anschliefend kombiniere
man diese Projektionen geeignet. Dabei beachten wir, dafl wir nach Lemma 1.2(ii) eine

gewisse Freiheit in der Wahl der Projektionen besitzen. Die néchste Voraussetzung ist nun:



(H2) Die exponentiellen Dichotomien lassen sich bis zu ¢y = 0 fortsetzen und es gilt:

Rﬁmm)@<RP%MEBRP%® — Xx°
RP*(0)® (RP'(0) @ RP(0)) = X*

Wir beachten, da$ die in der ersten Gleichung vorkommenden Réume RP*(0) und RP*(0)&
RP¢(0) eindeutig bestimmt sind. Dies sind ja gerade der instabile und stabile Unterraum
beziiglich der exponentiellen Dichotomien mit Raten a* und o** fiir ¢ < 0 und ¢ > 0. Eine
analoge Aussage gilt fiir die Rdume in der zweiten Gleichung von (H2). Deshalb héngt
diese Annahme nicht von der Wahl der Projektionen ab. Aus Lemma 1.2(v) folgt, da8 die
Projektionen stetig in der Operatornorm sind beziiglich der Zeit ¢.

Die letzte Annahme schliellich betrifft das asymptotische Verhalten des homoklinen Orbits

fir t — oo:

(H3) Es existieren einfache Eigenwerte A\, A\_ € 0¢(—A) mit {\ € 0¢/ReA =Re .} =
{A+}. Dariiberhinaus sei fiir i = + und ¢ = — jeweils eine der folgenden Annahmen
erfiillt.

(a) Re); # 0. Dann konvergiere |q(t)], wie et gegen Null fiir t — oo und i = +
beziehungsweise ¢ — —oo fiir i = —. (Insbesondere ist hier Re A, < 0 und
ReA_ >0.)

(b) Re\; =0. Dann sei ¢(0) ¢ W;_(0) fiir i = + beziehungsweise ¢(0) ¢ W}*.(0) fiir
i = —. AuBerdem sei in diesem Fall f € C?*.

Wir beachten hier, daf} die Eigenwerte A, und A_ nicht die fithrenden oder prinzipalen
Eigenwerte sein miissen. Dariiberhinaus kénnen diese Eigenwerte komplex sein. Fall (b)
148t homokline Orbits zu, die in einer eindimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit enthalten
sind. Dann gilt der folgende Satz.

Satz 1 Die Annahmen (H1),(H2) und (H3) seien erfiillt. Ferner sei min(%s, 2= r+p) >
k+ 0 mit B € (0,1],k € N. Dann existiert eine lokal invariante Mannigfaltigkeit W¢, =~ mit
folgenden Eigenschaften.

(i) Wg,, €CrP.

(i) dim W¢, = dim E°.

(i1i) Wy, ist normal hyperbolisch.

(iv) WE,  enthilt alle Losungen, die fir alle Zeiten in einer kleinen tubularen Umgebung
des Orbits v(qo) bleiben.

Es gilt auch eine parameterabhéngige Version von Satz 1.

Satz 2 Es sei A sektoriell und f : X* x M — X* € C™" mit M C RP offen. Betrachte

die parameterabhdngige Differentialgleichung

(2.4) T+ Az = f(x,p), (x, 1) € X* x M.



Weiterhin seien die Annahmen (H1) bis (H3) fiir Gleichung (2.4) mit = uo erfillt. Dann
ezistiert eine Umgebung U (o) von o in RP und eine lokal invariante Fliche WY (1) von
(2.4) fir w € U(ug). WL (u) besitzt die Eigenschaften (i) bis (iv) aus Satz 1 gleichmdfig
in € Uluo). Ferner ist Wt € CH8 (XY x U(ug)) gemeinsam in (z, 1) differenzierbar.

hom

Im restlichen Teil dieses Kapitels sollen diese Sétze bewiesen werden.

2.3 Der Beweis

Wie in der Einfiihrung erwéhnt, beweisen wir zunédchst die Existenz von WY . Als erstes

geben wir aber einen technischen Uberblick des Beweises.

Die pseudo-hyperbolische lineare Struktur bewirkt eine schnelle Kontraktion der Ablei-
tung der Zeit T-Abbildung des Flusses mit der Rate e~ in den stabilen gegeniiber einer
langsameren Kontraktion mit der Rate e=*'7 in den instabilen Riumen. Dabei werden die
expandierenden und kontrahierenden Richtungen durch die Bilder RP“*(¢) und RP*(t) der
exponentiellen Dichotomien gegeben. Um den Definitionsbereich der Graphen beschreiben
zu kénnen, wihlen wir ein stetig von ¢ abhéngendes Komplement S(t) von span¢(t) im
Bild RP(t). Das so entstandene Biindel iiber dem homoklinen Orbit modifizieren wir so,
daB es, wie in Abbildung 6 gezeigt, mit dem Eigenraum E§* zusammenpaflt. AnschlieBend
miissen wir das UberflieBen dieses Bereichs garantieren. Dazu unterteilen wir den Defini-
tionsbereich in drei Teile, nimlich in D' = U.(0) in E§*, in D* und schlieBlich in den weit
entfernten Teil D/, vergleiche Bild 6. Wir erreichen das UberflieBen in D/ nun dadurch, daf
wir dort den Radius in der zu span ¢(t) transversalen Richtung R.S(¢) schneller schrumpfen
lassen, als der lineare Flufl in RP°(¢) kontrahiert. Dies ist in Abbildung 6 angedeutet.

Hier brauchen wir also nur den Definitionsbereich angepafit zu wéihlen. In den Bereichen

D/ RS(t)

Df

Abbildung 6: Definitionsbereich der Graphen



D' und D~ miissen wir das Vektorfeld verindern. Dies geschieht, wie in Abbildung 5
eingezeichnet, durch Addition eines nach auflen wirkenden Vektorfelds. Dadurch wird die
pseudo-hyperbolische Struktur nicht zerstort, denn tatsiachlich wird dort ja die Expansion
verstirkt, d.h. die Kontraktion verkleinert. Im verbliebenen Bereich D! werden wir dagegen
das gesamte Vektorfeld (und nicht nur die Nichtlinearitdt) in der E§“-Richtung abschnei-
den, siehe Abbildung 5. Das garantiert natiirlich das Uberfliefen, zerstort aber zugleich
die hyperbolische Struktur. Deshalb addieren wir eine zusétzliche Kontraktion der Form
—01 x(x) 2® in der stark stabilen Richtung, wobei x eine cutoff-Funktion auf dem stark
schraffierten Bereich in Abbildung 5 ist. Dadurch erhalten wir aber fiir die Ableitung einen
Kopplungsterm e~! 8; Dy o*. Hier ist € der Durchmesser des Abschneidebereichs. Dieser
Term zerstort die Hyperbolizitét nicht, sofern nur die zuldssigen stabilen Komponenten x*
hinreichend klein sind. Daher diirfen wir nur Graphen von D in das stabile Biindel zulassen,
deren Werte kleiner als - sagen wir - 1€ sind fiir ein kleines von € unabhéngiges x;. Fiir das
Bild jedes solchen Graphen unter der Zeit T-Abbildung wird die stabile Komponente in
D' auch wieder kleiner als #;¢€ sein, denn wir haben eine starke Kontraktion in der stabilen
Richtung. Trotzdem handeln wir uns gleich das néchste Problem ein. Denn wir miissen
ja nicht nur in der Ndhe des Gleichgewichts, sondern auch fiir die anderen Bereiche nach-
weisen, dafl Graphen mit Werten kleiner als € diese Bedingung auch nach Transformation
mit der Zeit T-Abbildung erfiillen. Dazu werden wir auch die Schranken fiir die zuléssigen
stabilen Komponenten mit der Zeit ¢ entlang des homoklinen Orbits schrumpfen lassen,
da die Nichtlinearitét sonst die lineare Kontraktion zunichte machen kénnte. Nun sind wir
fast fertig. Es bleibt zu zeigen, dafl transportierte Graphen wieder Graphen sind. Dazu
betrachten wir die Projektion 7¢* des Bildes eines Graphen ¢ unter der Zeit T-Abbildung
®1 auf den Definitionsbereich D. Die Existenz eines Rechtsinversen dieser Funktion auf D
zeigt dann, dafl der transportierte Graph ®, o (id + o) wieder ein Graph ist. Um die Exi-
stenz dieses Rechtsinversen zu beweisen, werden wir jeweils geeignete Koordinaten in den
Bereichen D!, D* und D’ wihlen. Diese Teilmengen von D sollen so groBe Uberlappungen

besitzen, dafl
(o @r) D' DY) U (770 @7) ' D N D) U (7 0 &7) ' D/ N D) = D

gilt. Dann reicht es aus, die Rechtsinversen auf diesen Schnittmengen zu berechnen. Dies
hat den Vorteil, dafl wir sowohl im Urbild wie im Bild in den gleichen Koordinaten rechnen

konnen.

Nach diesem kurzen Uberblick beginnen wir mit dem Beweis. Wir beschréinken uns zunchst
auf den Fall reeller \.. Die notigen Modifikationen im Falle komplexer Eigenwerte beschrei-

ben wir am Schlufl dieses Abschnitts.



2.3.1 Stabile und instabile Biindel

Zunichst wihlen wir eine feste Abschneidefunktion x(x) fiir x € R mit

X
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Es sei sup |Dx| =: K(x). Wie iiblich definieren wir x.(x) := x(z/e).

Wir wihlen Koordinaten in E§*, so dal (—A|gg«) die Darstellung —A|gee = A+ J besitat,

wobei A eine Diagonalmatrix und J der Jordanblock von —A|geu ist. Ferner sei

Reo® 4+ |J| < —a*® < —a® < Rec™ £ |J| < a".

Dann wihle ein Skalarprodukt (-, -) auf E§*, so daf dieses Koordinatensystem orthonormal
ist und die einzelnen verallgemeinerten Eigenrdume in E§* paarweise senkrecht aufeinander
stehen. Dies ist stets mdglich, da E§* endlich-dimensional ist. Weiterhin dndern sich da-
durch die Annahmen (H1) bis (H3) nicht, nur die Konstante der exponentiellen Dichotomie
andert sich eventuell. Es existieren dann Konstanten ai,as > 0 mit a1 |z|, < |z] < as|7|s
fir x € E§*. Hier ist |-| die durch das Skalarprodukt auf £§* induzierte Norm. Im folgenden
werden wir daher 0.B.d.A. die Norm | - |, durch die Produktnorm von |- | auf E§* und |- |,

auf Ej ersetzen.

AnschlieBend modifizieren wir die Projektionen der exponentiellen Dichotomien und er-
halten dann exponentielle Dichotomien auf ganz R. Dies sind natiirlich keine Dichotomien
auf R im Sinne von [31], denn wir haben hier nur eine pseudo-hyperbolische Struktur. Die
exponentiellen Raten erfiillen —a®* < —a® < 0, wihrend in [31] die Trennung in positive

und negative Raten —a® < 0 < a" benoétigt wird.

Bemerkung 2.1 Es existieren Projektionen P*(t), P“(t) und P<(t) fir t € R, die die
gleichen Eigenschaften wie die urspriinglichen Projektionen P'(t) und pz(t) fiirt >0 bzw.
t < 0 haben: es gelten die Ungleichungen (2.2) und (2.3). Ferner konvergiert P'(t) — Pg

fiiri=s,c,u und t — £oo0.

Beweis. Zunichst bilden die Riume RP#(0), RP*(0) und R(P*(0) + P¢(0)) N R(P*(0) +
P<(0)) eine Zerlegung von X“ in komplementére, abgeschlossene Unterrdume. Dann kénnen
wir mit Hilfe dieser Zerlegung wieder komplementire Projektionen P*(0), P*(0) und P¢(0)
definieren. Dies gibt nach Lemma 1.2 exponentielle Dichotomien P*(t), P*(t) und P¢(t)



mit gleichen Exponenten. Aus Lemma 1.2 folgt ebenfalls, da P?(t) — P¢ konvergiert fiir

i =8,c,uund t — *oo. O

Im folgenden werden wir die im Lemma erhaltenen Projektionen wieder mit P®(t) =
Pe(t) + P*(t) und P*(t) bezeichnen. Wir definieren

Definition. Es sei L : X% — X© linear und beschrankt. Dann ist die Minimumnorm von
L durch

Lz|q
m(L) := inf |Le]
x#0 |Jf|a

definiert.

Bemerkung 2.2 FEs gilt mit einer anderen Konstanten K firt > s:

1T (t,5)]a < Ke* (=9
|T(t,5)P*(s)|la < Ke @ (=)
|T (5, )PU(t)] < Ke*' (=)
m(T (L, 8)|Rpeu(s)) > K le @'(=9),

Beweis. Die erste Zeile zeigt man leicht, indem wir in Lemma 1.1 auf dem instabilen
Teil der Halbgruppe ¢ > s zulassen; vergleiche auch [23, sect. 7.1 exc. 8]. Weiter folgt fiir
t>0>s

T (t, ) P*(s)la | 7(¢,0) P*(0) T(0, ) P*(s)la
T (t,0) P*(0)[al T(0, 5) P*(s)]a

<
< K2 e,assa,s).

Die dritte Zeile folgt analog. Die vierte Zeile schliellich folgt unmittelbar aus der dritten,

da 7 (t, s)|rpeu(s) invertierbar ist und die inverse Funktion gegeben ist durch 7 (s,t)|peu ().
Beachte dabei, daB fiir invertierbare Operatoren L stets m(L)™! = ||[L™!|| ist. O

Um die Graphentransformation durchzufiihren, miissen wir stabile und instabile Biindel
iber dem homoklinem Orbit finden. Das stabile Biindel wird durch P*(t) gegeben.

Definition. Es seien ey die zu den einfachen (und reellen) Eigenwerten Ay gehérenden
Eigenvektoren. Wir definieren Eg[ als die Spektralkomplemente von span ey mit den ent-
sprechenden Spektralprojektionen Py~ auf Ey. Weiter sei Qf := id — Py die Projektion

auf spane..

Wir kénnen {q(t) /¢t > Ty} beziehungsweise {q(t) /t < —Tp} lokal um den Ursprung herum

eindeutig als Graph von Funktionen hy : [0,by) — Ej iiber span e schreiben, sofern nur



Ty gro genug ist. Dabei ist by = |QF q(+Tp)|a. Diese Abbildungen h(b) sind C™ fiir
b > 0und C' in b > 0 fiir ein p > 0. Falls zum Beispiel A\, = 0 ist, folgt dies aus der
Existenz von Faserungen in der Zentrums-stabilen Mannigfaltigkeit, siche [10, Thm. 4.1,
4.2] oder [5, Thm. 5.1, 5.2]. Sonst wende den Satz iiber die Existenz der stark stabilen
Mannigfaltigkeit und dann Bemerkung 1.6 an. Fiir A_ gilt das gleiche. Insbesondere gilt
daher

|Dyhs(b)|o < Co b — 0 fiir b — 0.

Fiir die Definition des instabilen Biindels muf nun fiir jedes ¢ ein Komplement von span ¢(t)
in RP(t) gefunden werden. Dazu betrachte das endlich-dimensionale Biindel RP(¢) iiber
q(t). Definiere ein Skalarprodukt (-, -); auf diesem Biindel fiir |¢| gro so, daff span ¢(¢) senk-
recht auf RP;"P§* = Ef N ES* steht. Dies ist wegen ¢(t)/|q(t)|a — e+ und P(t) — P§
fiir t — £o00 moglich. Wegen [3, ch. 4.11] kénnen wir dann dieses Skalarprodukt stetig auf

das ganze Biindel RP“(t) erweitern.

Definition. Es sei

|4(1)]a |4(8)]a

die stetige Projektion auf das orthogonale Komplement von span(t) in RP(¢). Dann
folgt S(t) — PEPS* fiir t — +oo.

g(t)a: = P (t)x — < q(1) ’pcu(t)x> q(t)

Fiir den Rest dieses Kapitels treffen wir die folgenden Konventionen:

(i)  Mit Cy bezeichnen wir Konstanten, die nur von den oben getroffenen Festlegungen
abhéngen, mit C(7T) dagegen solche Konstanten, die zusétzlich auch noch von der
Wahl von T (vergleiche die nachfolgende Definition) abhéngen.

(ii) ¢ ist eine kleine Konstante, die wir wieder spéter sehr klein wihlen werden. Die Wahl
von § darf dabei nur von einer Konstanten C'(T") abhéngen.

(iii) Es sei € > 0 ebenfalls klein, dabei diirfen wir spéter € beliebig klein wéhlen.

Nun wéhlen wir ein v > 0 mit o® + v < o*® und ein T' > 0 so grof}, dafl

(2.5) K?Cye @ —o=nT <

wobei K die Konstante aus Bemerkung 2.2 und Cjy > 1 ist. Dies ist nach (H1) stets moglich.
Weiterhin wihle ein Gy > o fest.

Ferner wéhlen wir by und 7 derart, daf3

SUP|a), <b, [Df(2)] <0 SUDye(0,by] [ Do (D) <0
(2.6) sup;sq, [S(6) — Py P§"la < 30 sup;<_g, |S(t) — Py F"la < 30
supys, |P°(t) = Fila < 30



gilt. Die Projektionen P*(t) und S(t) sind im allgemeinen nur stetig in ¢ in der Operator-
norm, vergleiche Lemma 1.2(v). Wir konnen sie aber beliebig genau durch C'*°-Funktionen

approximieren.

Bemerkung 2.3 Fiir jedes § > 0 existieren Q°(t) und S(t) in C*°(R, L(X®*)) mit folgen-
den Figenschaften:

Q°(t), S(t) sind Projektionen mit |Q*(t) — P*(t)|a, |S(t) — S(t)|a < 8 fiir allet € R. Ferner
ist Q*(t) = P§ und S(t) = P PS* fiirt > Ty bzw. t < —Ty.

Beweis. Wegen (2.6) ist fiir

>, Pw Bl )
t>Ty, dann  |S(t) — BfP. ¢ < 3
t< T [5(8) = Py P§|a

Wir konnen zwei Projektionen Qo und ¢ mit [Qp — Q1]o < 1 stets durch einen C'*°-Weg
von Projektionen Q(7) mit 7 € [0, 1] verbinden. Definiere némlich Q(7) = Qo fiir 7 < §
und Q(7) = @ fiir 7 > 2. Dann interpoliere diese Projektionen wie in [26, exc. 1.4.6 (4.13)]
unter Verwendung einer cutoff-Funktion und unterteile anschlieend das Intervall [T, Tp)

geeignet. [

Wir definieren nun eine Parametrisierung nahe des homoklinen Orbits ¢(t). Dazu parame-
trisieren wir erst den Orbit ¢(t) mit einer Pseudo-Bogenlinge. Es sei ¢(t(7)) =: ¢(7) fiir
7 € Rund ¢(-) € C™ mit |D,G(7)|a < 2. Dies erreichen wir durch eine geeignete C*°-
Approximation der echten Bogenlinge #(7) mit [£(7) — t(7)| < |§(£(7))]o. Dann erhalten
wir eine tubulare Umgebung lokal um ¢ = ¢(#(7)) durch die Abbildung

he: (7o — 80,70 + 60) X RS(t(m)) x RQ*(t(rp)) —> X®
S(

(1, 0,w) ¥ q(t(7)) + S((7)) v + Q*(¢(7)) w.
Es ist hy € C™ und

Dhy(70,0,0)(7, 1) = ~=4(r0) 7 + S(1(r)) D + Q7))

Insbesondere gilt also |Dh (79,0, 0)|a, | Dhy(70,0,0) 7!, < C, wobei C' nur von den Normen
der Projektionen S und @* abhingt (also apriori durch die Normen von S und P* ab-
geschiitzt werden kann fiir § klein). Deshalb ist h, invertierbar fiir alle 7 € [t71(=T}), ¢ 1(T1)]
und |v|a, |w|a < 19, wobei 1y von Ty abhéngt. Wir wéhlen jetzt Ty = Ty + 5T fest.

Als néchstes definieren wir nichtlineare Projektionen auf geeignete Unterbiindel innerhalb

der tubularen Umgebung mit Hilfe der Parametrisierungen h,. Dazu setzen wir jeweils lokal
mg(x) = hgo( (1,v,w) — (7,0,0) ) o h,*!

(2.7) w4 (x) = hgo( (r,v,w)— (0,0,0) ) oh,*

wi(z) = hgo( (1,v,w) »—>(0,0,w)> ohyt.

q



Die Bedeutung dieser und der unten definierten Abbildungen wird in Bemerkung 2.4 deut-
licher. Tatséchlich zerlegen die Abbildungen 7,, 7; und 7" ein Element in ihrem Defini-
tionsbereich eindeutig in die Komponente ¢ € v(qo) entlang des homoklinen Orbits v(qo),
die stabilen Komponente und in die Komponente in RS(q). Schlielich definieren wir wie
angekiindigt eine Biindelzerlegung in der Néhe des Gleichgewichts durch Abbildungen 7,

7% und 7§*. Wir verwenden eine cutoff-Funktion x.(x) definiert durch

0 fir b<2e¢
Xe(ber) < €(0,1) fir be (26 3¢)
1 fir b > 3e.

me(r) = Qp v+ X(Qp 7) he(Q5 @)
2.8) mi(2) = P(7— %(QF 2) hal(QF )

nii(e) = Pg Ry (v X(Qf @) ha(Q5 1))
fiir |QF x| € (0,b) und = € U, (0). Die Abbildungen 7+, 75 und 75" zerlegen wie oben
einen Vektor in der Ndhe des homoklinen Orbits in seine Komponenten beziiglich der Zer-

legung in den (abgeschnittenen) homoklinen Orbit, sowie stabile und transversale instabile

Richtungen.
Definition. Wir definieren
U = {o=ber+x(bes)helbes) +y/be [e,bo),y € EEX mit |yla < e} U
v/zeUalt) /t € [T, Ti)}h) }
L{e = Z;{e U Z/A{QE.

Hier ist Us. = US* x Us, das Produkt einer 2e-Umgebung der Null in der Maximumnorm

auf E§* und der | - |,-Norm in E§. U, ist dann wegen Dh*(e) < ¢’ eine offene Umgebung

ss
EO

::>>

abgeschnittener
Orbit

span e,

Abbildung 7: Die Projektionen 7y, 75 und 7"



spaney ¢ spane_

Abbildung 8: Abschneidebereiche von x“* und x*

des homoklinen Orbits fiir alle hinreichend kleinen e.

Bemerkung 2.4 Die in (2.7) definierten lokalen C™*-Abbildungen m,, 7" und 7 und
die in (2.8) definierten Abbildungen my, 75 und 7" passen global in U, zusammen fir
€ < ¢ hinreichend klein und ergeben C™-Abbildungen w, ™ und 7 : U, — X* mit
T+ 7+ 7 = id. Fir x(Q¢ z) = 1 gilt ferner n(z) € v(qo), 7°(x) € RQ*(w(x)) sowie

7 (z) € RS(m(x)).

Beweis. Wir sehen zunéchst, dafl die letztgenannten Eigenschaften fiir die Abbildungen

Ty, T, und 7" gelten:

S cu __ ;5
T+, + Ty =1id

(%) € 7(q0), m(x) € RQ*(7y(2)) und 7g"(x) € RS (7y()).

Diese Zerlegung von x ist aber eindeutig bestimmt, deshalb stimmen die Funktionen fiir
verschiedene ¢ auf dem Schnitt ihrer Definitionsbereiche iiberein. Tatséchlich sind die lokal
definierten Abbildungen 7,, 77 und 7¢* nichts anderes als lokale Trivialisierungen des Null-
schnitts beziehungsweise der Biindel RQ*(¢) und RS(gq). AuBlerdem sieht man leicht, dafl
wegen der Definition von Q*(-), @*(-) und hs die Funktionen 7%, mit 7 auf dem Schnitt

der Definitionsbereiche iibereinstimmen. O

Um spéter das Vektorfeld abschneiden zu kénnen, benotigen wir einige weitere Definitionen.
Zunichst kann die exponentielle Kontraktionsrate in RP(t) in der Zeitspanne [—T17, 7]
durch kg := (K e(o‘sﬂ’)T)_% nach unten abgeschétzt werden. Dann betrachte Abbildung 8.
Die Bereiche A und B aus Abbildung 8 sind dabei auf ganz E§* definiert: es sei A C B und
B ist der angedickte Rand der Umgebung 2;{20“ der Null in £§* beziiglich der Maximumnorm,



aus der eine kleine x3-Umgebung der halbseitigen Koordinatenachsen Rte, und Rte_
herausgenommen wird. Hier wéhlen wir ko < %HO als den minimalen Abstand von A zu
den Koordinatenachsen (siehe Bild 8). Wir definieren dann cutoff-Funktionen x“(z) und
X°(x) durch
X“(x), x*(x) € 0,1]

(2.9) X“lev,a) = 1 X“a = 0

X’lg = 1 X’lev,By = 0
fir + € E§*. Dabei wihlen wir > 0 so klein, dal U,(A) C B und n < k3 gilt.
Dann beriihrt U,(B) die halbseitigen Koordinatenachsen R*ey nicht. Insbesondere gilt

{x® < 1} C {x* = 1}. Ferner definieren wir max(|Dx“|,|Dx?®|) =: K(x). Man beachte,

daBl diese Normen iiber k¢ nur von der Wahl von 7" und b, abhé&ngen.

Weiterhin seien x* zwei cutoff-Funktionen, die so aus x zusammengesetzt sind, daf§ der
Graph wie in Abbildung 9 aussieht. Auerdem sei |[DyZ(bes)| < K(x) fiir b > €. Wir
wéhlen ein 3; mit

(2.10) By > 71 = C(T, ko) K (),

wobei 7, eine nur von C(T, ko) K (x) abhéngige GroBe ist, die spéter definiert wird.

2.3.2 Die Graphentransformation

Nun konnen wir fiir x € U, ein modifiziertes Vektorfeld definieren.

(& = fu(2) + feul)
— ARz B f(2) — B (P a) P at
(—AP o+ By f(@) + B (2) + B: () ) & (P @)

G = CARa+ Py f() — BBy ) P o
(= AB5 2+ B () + o (oo B () ) X2 (@5 () By +
\ NlIB5™ 7o (@)) X (1= By ) () By ) B mo() ) xe (P )
X&
l

\Qy q(Ty + 37)| span e

| | | |
T I I I

Ky € 1Qd q(Ty + 47)| bo = |Qq q(To)|

Abbildung 9: Die cutoff-Funktion x;



Dabei sind Bt und B~ durch

BH(2) = foxuellPS"™ 7(2)]) £ (QF 7(2)) P PE™ 7°(z)
B(x) = fox|FS" 7o (@)]) x; (Qf (x) By P n(a)

definiert. Wir erkléren nun die einzelnen Terme in Gleichung (2.11). Der erste Teil
[ x) = —AF 2+ Fg f(x) = Bux (B x) P«

setzt sich aus dem stabilen Anteil der Differentialgleichung (2.1) und der zusétzlich im Be-
reich B aufgeprigten Kontraktion —f; x(F§* x) P§ © zusammen. Der zweite Term f(z)
gibt die E§“-Komponente des modifizierten Vektorfeldes an. Dieser Ausdruck zerfillt in
verschiedene Teile, die wir der Reihe nach behandeln. Zunéchst schneiden wir den gesam-
ten instabilen Anteil im Bereich A ab. Dies wird durch () XS(PS* x) realisiert. Der
Ausdruck in dieser Klammer wiederum besteht zum einen aus der originalen instabilen

Komponente von (2.1) und zum anderen aus dem Term

(2.12) Bo Xwoe (15" 7 (2)]) x5 (Qq 7()) By P 7 ()

und dem entsprechenden Term in der Nidhe des e_-Astes des homoklinen Orbits. Die im
Argument von y! verwendete Norm ist die differenzierbare, durch das Skalarprodukt in-
duzierte Norm auf E§*. Wir beachten hier, da§ die Abbildungen 7(z) und = (z) nur fiir

|z|o > € auftreten, denn fiir |z|, < € gilt bereits

XHOE'X,:F‘EU =0
Xe* Xe " Xe

nach Definition. Gleichung (2.12) bringt nun in dem Bereich DT die in Abbildung 5 ein-
gezeichnete, zusitzliche Expansion nach auBen auf. Dadurch wird das UberflieBen in D+
erreicht, denn es war By > o® gewihlt.

Wir haben gesehen, daf die Differentialgleichung (2.11) wohldefiniert ist. Den zugehorigen

nichtlinearen Halbfluf} bezeichnen wir mit ®(t).

Wir definieren jetzt
D, :=Us" U
r/x=be; +X(Qf ) hi(QF ) + v mit b € [e,b]], v € ES*NET, |v], < /@oe} U
r/rx=be_ + X(Qq ) h_(Qy x) +v mit b € [¢,b] ], v € E§*NE™, |v]o < e} U
€U, [m(x) = q(t) mit t € [~Ty, T1], 75(z) = 0, |7°(x)] < (Ke(aer”)T)_# € }

Hier ist by = |QJ q¢(£T})|. Diese Mannigfaltigkeit dient spiter als Definitionsbereich der

Graphen. Wir unterteilen diese Fldche nun in die bereits angesprochenen, nicht disjunkten



Bereiche D!, D* und D/. Zu der folgenden Definition vergleiche auch Abbildung 10.

Dli= U {xeDemLL Je < Qf n(x) §3eeo‘sT}

D- = 3z e D.NU. [/7(z) = q(t) fir t < —Ty, Qaﬂ(x)Z?)e}
Dt = {eeD. N /n(z)=q(t) tir t > Ty, @gw(x)zge}
Df = e eD. Nt /n(x) = q(t) fiw t € [~Ty — 2T, Ty + 2T] }

Schliefllich miissen wir noch den Bildbereich einschrianken. Dazu definieren wir fiir x € D,

den zugehorigen stabilen Raum E?(z) durch

E(z) = qw e RQ(m(x))/|wls < r(w(x))} fiir z € U, N D,
Ef(x) = qw € E]/|wla < k1 (—:} sonst,

€ fir te|-T\—T,T)]
e (Ke@ )=t fiir te [-T1,T]
r(q(t)) := Ko € fir ¢ e [Th,T]
Ko € (Ke(aer”)T)_# fur t € [Ty, T3]
K1 € sonst

\

gegeben ist. Wir wéhlen hier 7o < T5 so, daBl |Dyhi|a, | Do f] < k16 fur |z]|q < [¢(T3%)|o und

(0 +0)T _T3-Ty i . . . . .. . . . ..
(Ke )~ 7T Ko = K gilt. Hier ist k; eine von € unabhéngige Konstante, die wir spiter

festlegen werden. Diese zugegebenermafien sehr technischen Definitionen werden durch die
Bedingung des UberflieBens und der Invarianz erzwungen. Tatsichlich brauchen wir das
exponentielle Schrumpfen des Durchmessers auch in der stabilen Richtung, da sonst die

Nichtlinearitit das UberflieBen zerstoéren konnte.

Abbildung 10: Die Bereiche D!, D* und D/



Bemerkung 2.5 Es seien 7°(z) := w(z) + 7°(z) und 7°(x) := n°(x) die Projektionen
auf D, beziehungsweise auf die stabilen Fasern. Diese Abbildungen konnen dann durch F§"
und B in C™* auf Us(0) fortgesetzt werden. Die durch

B = {x/frw(x) e D, #(x) € E:@:)}

definierte Menge ist dann ein C™P Biindel iber der C™*-Mannigfaltigkeit D.. AufSerdem ist

der homokline Orbit v(qo) C E? fiir alle kleinen € im Totalraum dieses Biindels enthalten.

Beweis. Dies folgt nach Konstruktion. Wir beachten dabei die Definition (2.8) der Abbil-
dungen 7. Dafl der homokline Orbit im Totalraum enthalten ist, ist zunéchst nur fiir den
Bereich unklar, in dem y, < 1 ist. Dort gilt aber |hi|, < €', Insbesondere ist der Fehler
in der Norm von 7%(x), der durch das Abschneiden von hy entsteht, klein gegen ki€, da

unabhéngig von e ist. (l

Wir beachten nun, daf8 die Bereiche D!, D* und D/ sich derart iiberlappen, dafl
((7%‘3“ o ®p) 1D N Dl> U ((ﬁw o ) 1D N Di) U ((frcu o ®r) DI N Df> -D

gilt, sofern das UberflieBen gezeigt ist. Dabei ist ®1 die Zeit T-Abbildung des Halbflusses
der Differentialgleichung (2.11). Wir werden im folgenden daher nur auf diesen Durch-
schnitten rechnen und diese Mengen der Einfachheit halber wieder mit D!, DF oder D

bezeichnen.

Definition. Wir bezeichnen mit o, Funktionen, die fiir y — 0 gegen Null konvergieren,

d.h. es gilt o, — 0 fiir y — 0.

Bemerkung 2.6 (i) FEs seix € D, und w(x) = q(t). Dann gelten fir die Ableitungen
D7(z) und D7*(x) die Ungleichungen

| D7 (gq(t)) — P (8)]a

|D#*(q(t)) — P*(t)]a } <C(T)é+o.

wobei der o-Term nur von den Normen von P® und P abhdngt.
(ii) Wir kénnen D bei q = q(t(7o)) durch

(id + hg') © (10 — do, 70 + do) X RS((10)) — X
(7,v) = q(t(70)) + D-q(70) (T — 10) + v + hg*(7,v)

parametrisieren, wobei hg' durch
B (r,v) = a(t(r)) = a(t(7)) = Dri(ro) (7 = 70) + (S(H(r)) = S(t(ro)) ) v

gegeben ist. Es gilt |Dh¢"|o < Coe in DI.



Beweis. Behauptung (i) folgt aus den Definitionen, Bemerkung 2.3 und |z — 7(z)|, < €.
Die zweite Behauptung folgt aus der Definition von hg* und der Kompaktheit des betrach-
teten Zeitintervalls [—T4, T1]. O

Nun betrachte die Menge der Lipschitzstetigen Schnitte von D, in das stabile Biindel E?:
5, = {a . D, — X*/ L(0) < 1, o(x) € E*(x) Y € D, }

mit den lokalen und globalen Lipschitzkonstanten von o:

L.(o) := limsup o) — o(@)]a
y—x,yED, ‘y - Qf‘a
L(o) = sup L,(0).
CL‘EDG

Versehen mit der C*-Norm ||| = sup,¢p, |0(2)]q ist X, ein vollsténdiger metrischer Raum.

Nun beschreiben wir die Graphentransformation. Es sei g, ein Rechtsinverses von 7 o
$p o (id+ o) auf D, d.h.

e (<I>T(y + U(y)))

Hier ist @7 die Zeit T-Abbildung des Flusses von (2.11). Die Graphentransformation ist
dann die Abbildung

=z fir x € D..
y=go ()

@#(O’) =70 Pro(id+ o) o gy,

d.h. @# (0) beschreibt den Graph des mit ®7 transportierten Graphen von . Wir miissen

nun folgende Punkte nachweisen:
e Wohldefiniertheit von ®% (d.h. die Existenz eines Rechtsinversen g, fiir jedes o € %)
e DY %, %,

° @# ist eine Kontraktion.

Der dann eindeutig bestimmte, nach dem Banachschen Fixpunktsatz existierende Fixpunkt

o, wird sich dann als die gesuchte Mannigfaltigkeit Wi = erweisen.

Zuerst werden aber noch einige Lemmata aufgestellt, die wir im folgenden benétigen wer-

den.

Lemma 2.7 Betrachte die Gleichungen

(2.13) T+ Az = f(x)
(2.14) t+Ar = f(x)+g(x,t)



wobei f,g € CYP(X* X) und |gly < & sei. Dann gelten fiir die Differenz x1(T,xq) —
xo(T, xo) zweier Losungen x1 von (2.13) und xo von (2.14) zum gleichen Anfangswert o

die Ungleichungen

|$1(T, ) - x?(Ta ')|a

D, (21(T, ) = (T, )l } < C(T)C(A, f)os.

Beweis. Dies folgt aus [23, Thm. 3.4.1, 3.4.4] und der Gronwallschen Ungleichung. O

Die folgende Bemerkung sei der Vollstéandigkeit halber angefiihrt.
Bemerkung 2.8 Fiir eine differenzierbare Funktion g gilt:

9(x+y) =gl +9) = Dg(x) (y —9) + |y — Gl opyj+1/-
Beweis. Es gilt

gz +y)—glz+9) = [ Doz +7+s(y—g))ds (y—7)
= Dy(a)(y—§)+ Jy [Dglx+5+s(y —5) — Dg(x)] ds (y— )

und Dg(z 4+ ¢+ s(y — 7)) — Dg(x) ist von der Ordnung o4 O

Nun konnen wir mit dem eigentlichen Beweis der Existenz des Rechtsinversen beginnen.
Wir werden dazu die Abbildung 7 o ®7 o (id + o) getrennt auf D? fiir ¢ = f, +, [ unter-
suchen. Die Strategie beim Nachweis wird dabei sein, die Abbildung ® in einen “guten”

und einen kleinen Anteil zu zerlegen.
I. 7e¢(z) € DY.

Wir beachten, daf in diesem Bereich die urspriingliche Gleichung (2.1) und die modifizierte
Gleichung (2.11) iibereinstimmen. Insbesondere gilt daher D®r(q(t)) = 7 (t+7,t) und wir
konnen im folgenden Bemerkung 2.2 anwenden. Das erste Lemma weist nun das UberflieBen

nach. Wir erinnern an die Definition r(t) = (Ke@+)7)~"7¢/2 fiir t € [~ Ty, T}

Lemma 2.9 FEs existiert ein 09 > 0 nur abhdngig von C(T) und dann ein ¢y > 0, so dafs
fir § < dg, € < €9 und t € [Ty, T1] folgendes gilt:

Upesy(q(t + T)) N DI C 7o ®p o (id+ o) (Unp(q(t) N DY)
Beweis. Wir zerlegen

7o dp(q(t) +v) = #(q(t+T))+ Di*(q(t +T)) D7 (q(t)) v+ N(t,v)
= 7 (q(t+T))+Q(t+T)L(t)v+ N(t,v)



fiir i = cu, s, wobei die Lipschitzkonstante L(N) < Cyo, von N nach Bemerkung 2.8 klein
ist. Es gilt weiter |Q"(t) — P'(t)|o < ¢ nach Definition fiir ¢ = cu, s. Dann beweisen wir das
Lemma fiir die Abbildungen Q“(t + T') L(t) + N(t,x) bezichungsweise Q*(t + T') L(t) +
N(t,v) auf den durch

{v/1Q™(t)vla < (1)}

{v/1Q* () vla <r(t)}
definierten Umgebungen. Dies ist ausreichend, da D/ NU,(¢q) und der Tangentialraum T, D/
in ¢ in der C*-Norm beliebig nahe sind fiir € hinreichend klein.
Fiir jedes v mit Q'(t) v = v gilt nun |P'(t) v|q > (1 — ) |v]a, denn

0 [vla > [(P(t) = Q'(t) vla > [v]a — [P(t) vla.
Wir beachten im weiteren r(t + T) = r(t) K ' e~ (@7 Weiterhin gilt

Q'(t+T)(L(t)+ N(t,-)) = L(t) P'(t)Q'(t) + (Qi(t +T) — Pi(t + T)) L(t)+
Q'+ T)N(t,) + L(t) (Q'() - P'(1)).
Aus dieser Zerlegung folgt nun leicht
Q(t+T) (L) v+ N(t,v)la = K lem®T|Q(t) v]a—
20(t)8 (2|L ()]0 + K le T 4 Q7 (1) )
Q*(t+T) (L) v+ N(t,v))la < Ke " T|Q(t) v]at
27(t)8 (2 1Ll + Ke o +1Q%(8)]a).

Wir definieren

C=2 sup (max(KeT 4 1@ (1)) Ko™ T + @ ()]a) + 2 |L(0).)
te[—Tth]

und beachten, dal C' nur von den im Lemma angegebenen Groéflen abhingt. Damit gilt
also
|Q“(t+T)(L(t)v+ N(t,v))la K=e T |1Q(t) v|o — Cr(t)d
|Q*(t+T) (L(t)v+ N(t,v))|a Ke @ T1Q%(t) v]o + Cr(t) 6.

Dann ist die erste Inklusion in der Behauptung gleichbedeutend mit

>
<

Qv]p=71(t) = |Q(t+T)(L({t)v+ N(t,v))|oa >rt+1T).

Nach dem Einsetzen der oben hergeleiteten unteren Abschétzung und der Bemerkung iiber
r(t) ergibt sich

K teTr(t)(1-C6) >

K tle T (1-0C9%) >

e’T(1-096) >

und die letzte Ungleichung ist fiir 6 < 8y := C~1(1 — e™¥T) erfiillt, wobei dy > 0 ist nach

den Voraussetzungen an v, o und T'. Ebenso ist die zweite Inklusion dquivalent zu

r(t+1T) =
K—le—(a3+y)T S
1

|Q°v]o <7r(t) = |Q°(t+T)(L({t)v+ N(t,v))|oa <r(t+1T)



und damit zu ‘
Ke " Trit)(1+C6) < r({t+T) =
Ke T (14 C6) < K le @l
K2l v=aT (1 4 C§) < 1.

Auch diese Ungleichung ist fiir § < &y mit dp = CH(K 2™ =2"=T _ 1) > ( erfiillt;

beachte hier wieder die Voraussetzungen. U

Lemma 2.10 Auf D/ existiert ein Rechtsinverses g, : DI — DI von 7 o & o (id + o)
fiir jedes o € ¥, und es gilt

Lo(95) € Ke*T 40,4+ C(T) 6,

sofern nur € < €q ist fir ein hinreichend kleines €.

Beweis. Zunichst werden wir die Existenz von lokalen Rechtsinverse auf D NU,(q) nach-
weisen. Wir kénnen dort nach Bemerkung 2.6(ii) D/ lokal durch

D.NU(q) = {q Fudt h;“(u)}

darstellen mit u € Uc(0) C span ¢(t(70)) ® RS(t(70)) und Dh*(u) = o}y, Dann gilt wegen

der Bemerkungen 2.6 und 2.2, sowie der Definition von 3. die Ungleichungskette

e (CIDT(q +u+o(q+ u))) — T (CDT(Q +u+o0(qg+ a)))

«a

> |D#(®@1(q)) DO2(q) (u+ (g +u) =i —o(g+ ) )| —o.lu—ila
> | Pt + T) D®r(q(t)) (u +olg+u)—i—o(g+ ﬂ)) \a = (0e +C(T) ) [u — o
> |DPr(q(t)) P(t) (u vo(gtu) —d—a(g+ a)) ‘a — (0 + C(T)6) |u — s
> | Dor(a(t) ) (u = )]~ [DBr(a() P (olg + ) — ol + )| -
(0e +C(T) 6) lu — Ulq
> K 'e T (1-C(T)0) |u— i|q —

o) (| (P (@) - @ (x(a + @) (ola +w) — ol + )| +
(@ (r(a+w) - Q(xl(q + @) o(q+w)| )+ (o + C(T)8) Ju— il

> K leT |u—U|q + (0 + C(T)0) |u — @lq,

denn |o(q + u)|a < € und Q(mw(q + u))o(q + u) = 0. Die Verwendung der Konstan-
ten C(T) ist dabei gerechtfertigt, denn die so abgeschitzten Terme hingen nur von den
Normen von D®7 und der Projektionen ab. Fiir § < (C(T) K)~'e T ist die Abbildung
%o ®p(q+u+o(g+u)) injektiv auf DI NU.(q) fiir jedes ¢ € v(qo) N DY und € < €, wobei
€0 > 0 hinreichend klein aber unabhéngig von ¢ ist aufgrund der Kompaktheit von ~(qo).



Wegen der Injektivitat von ®7 auf v(qo) ist diese Abbildung dann tatséchlich injektiv auf
ganz D/. Ferner folgt aus Lemma 2.9, da D/ C 7 o &7 o D/ gilt. Daher existiert ein
globales Rechtsinverses g, : D/ — D/, und g, ist Lipschitzstetig mit der lokalen Lipschitz-
konstanten L,(g,) < Ke*T + C(T)§ + o, vergleiche dazu [3%, ch.5 Thm. 1.1]. O

Nun berechnen wir noch die Lipschitzkonstante von #° o &7 o (id + o) auf D/.
Lemma 2.11 Es gilt
Ly(75 o ®po(id+0)) < Ke* T +o,+C(T)6

fiir x € Df und € < eqg mit € > 0 hinreichend klein.

Beweis. In den gleichen Koordinaten wie in Lemma 2.10 gilt lokal um ¢ = q(t(7)) € D7

wegen Bemerkung 2.6

’frs (CDT(q +u+o(q+ u))) —7® (CDT(C] +a+o(q+ ﬂ)))

[0}

< |P*(2r(q)) Dr(q) (u+o(g+u) =@ —olg+a))| +ocfu—1a

< |P(t+T)DPr(q) (u+o0(qg+u) —a—o(qg+ a)) . + (0 +C(T)6) |u — g
< | DOr(q) P (u+ olg+u) == olg+ )|+ (o + C(T)8) Ju—illa

< |DOr() P(1) (o(g +u) = olq+ )|+ (00 +C(T)8) fu il

< Ke T |u—iilo + (0. + C(T) ) [u — .

Wieder ist die Verwendung der Konstanten C(T') gerechtfertigt. Die Abschitzung fiir
D®7(q(t)) P*(t) folgt dabei wieder aus Bemerkung 2.2. O

Lemma 2.12 Es sei § < C(T)! und ¢ < €y. Dann gilt fiir v € D/
L. (7o ®ro(id+o)og,) <1

Auferdem ist
7o ®po(id+0)og,: D! — EZ|ps

ein Schnitt des stabilen Vektorbindels mit Werten in E?| ;.

Beweis. Die Behauptung iiber die Lipschitzkonstante folgt unter Verwendung von (2.5)
und der Lemmata 2.10 und 2.11 aus der Ungleichung

Lga(xo)(ﬁs o®ro (Zd + U)) Ly, (ga)

(Ke T + 0.+ C(T)0) (Ke*'T + o, + C(T) 6)
K2em @@= o + C(T) 6

1.

Ly (97(0))

IN

AN CIA



Weiterhin ist 7% o &7 o (id+ ) o g, ein Schnitt, da g, Rechtsinverses von 7o ®r o (id+ o)
ist. Daf§ diese Abbildung Werte in E¢|,; hat, folgt aus Lemma 2.9. Damit ist das Lemma

bewiesen. O
II. #4(x) € D=

Wir beschrinken uns hier auf 7¢(x) € DF. Die gleichen Resultate mit analogem Beweis
gelten fiir den Fall 7¢(z) € D_.

Die Differentialgleichung (2.11) sieht in diesem Gebiet wie folgt aus

1z) 18 = AT @)@ R@) o (B 7 @)) o BB 7 (o)
' = —Az+ f(z) + Bf (2).

Nun gilt in diesem Bereich

m(x) = Qp v+ hi(Qpx)
mU(z) = P§UPy (x— he(Qf 7))
m(x) = Pz —he(QF1)).

Diese Abbildungen sind nun C'-nahe an den entsprechenden Spektralprojektionen, da
|Dh|, < 0 ist, und kénnen deshalb auch gut durch diese linearen Projektionen appro-

ximiert werden:
Dcy _ p+ peu o < 4
| D7 (x) P§la < 0.

Der Definitionsbereich D, unserer Schnitte wird hier beschrieben durch die Bilder der
Abbildungen
(2€6,b0) X Unoe(Eg NEG*) — X«
(b,v) — b+ hi(bey) + v,

im wesentlichen also durch die Punkte (b, v) plus Terme von der GréBenordnung 6.

Wir werden nun zuerst die storende Nichtlinearitit weglassen und die Minimumnormen
fiir die so erhaltene, modifizierte Gleichung abschétzen. Dazu betrachte eine Losung x(t)
von (2.15), die fiir ¢t € [0,7] ganz in E? verlduft. Dann bilden wir die modifizierte Varia-
tionsgleichung entlang x(t), d.h. wir lassen die Ableitung der Nichtlinearitat D f(x) weg.
Den zugehorigen linearen HalbfluB nennen wir ’j'(t,xo). Diese Halbgruppe l6st dann die

Differentialgleichung

(217) y = —Ay+DBf(x)y
= —Ay+ DxF(QF m(2)) QF Y Xxoe Bo Py P m () +



| Py™® Wcux]> 1

Rp€

Py o -

Ko €

X! Dx(
<‘P(():u,s 7U(2)| "L - PO et (), PO Dt (z) y> L PO e () 4
X Xosoe Bo Py (Po+ — Dhy(Qg #) Qg ) y.
Bemerkung 2.13 Wir beachten, daf$ wegen
PSt Drcu(z) = Pt P <z’d — Dhi((1— P z) Qg)

DB*(x)y tatsichlich nur von P&y abhingt. Ferner gilt |DBX(x)|o < C(ko), denn fiir

x € U, gilt insbesondere |1°(z)| < kg e.

Bemerkung 2.14 Fiir den linearen Halbfluff T (t,xz¢) mit z(0) = xo gilt fir 0 <t <T

‘T<t7 :EO)’a < C(/‘io).

Beweis. Die Behauptung folgt aus |[DB (z(t))]o < C(ko). O
Die Gleichung (2.17) mufl nun abgeschétzt werden. Wir sehen, daf§ die stabilen und insta-
bilen Teile von Gleichung (2.17) entkoppelt sind. Mit Pjy =: w erhalten wir die Gleichung
(2.18) w+ Aw = 0.

Der instabile Teil ist mit F§"y =: u durch die Gleichung

(219) @ = —Au+ DX (Qq x) Qf tXnoe fo Py P57 (z) +

P v (g 1
oy

Ko € Ko €

(15 7 (@)~ Py v (a), P D)) - P () +

X Xoae Bo P (P = Do (@ ) QF ) w
=: L(t)u

gegeben.

Lemma 2.15 Fir die Minimumnorm der Fundamentalmatriz U(T) von @ = L(t)u auf
E§* gilt die Abschdtzung

m(U(T)) > e 7.
Beweis. Wir bilden das Skalarprodukt (L(t)u,u) und erhalten zusammen mit der Zerle-

gung von —A F§* die Identitét

(L{t)u,u) = (Au,u) + (Ju,u) +



DY Q) Qi 1 X o (P P 7 (), ) +

PCU7S ﬂ-cu x ]' cu,S cu CcUu,S
o ox () g, (o), i)

Ko € Rg €

<|P5u,s ﬂ_cu(x)|—1 . Pocu,s WCU(ZE), Pocu,s Dﬂ_cu(x) U> 4
X X o (5™ (B = D (QF 2) Q5 ) o)

Nun verwenden wir die Ungleichungen |D7%(z) — By P$|o < Co 6, |7(x)| < ko € sowie
Dy > 0 und erhalten dann wegen Re (Awu,u) — ||J|| > —&° > —a® die Ungleichungskette

#<L(t)u,u> > —a"—Coe(14+C(T) K(x) Bo) +

1 cu,S _cu -1 cu,S _cu CcUu,S 2
X DX o [P n @) (P ), B ) o =
C(T)K(x) Bod + Bo (1 =Coy)
> —a*+C(T)d+o, > —a’,

sofern nur 0 in Abhéngigkeit von einer Konstanten C(7") und e hinreichend klein sind.
Hier haben wir bei der Abschéitzung des letzten Terms die Orthogonalitéit der Spektralpro-
jektionen ausgenutzt. Aus [22, Lemma IV.4.2] folgt dann, daf fiir die Minimumnorm der
Fundamentalmatrix U(¢) die gewiinschte Ungleichung m (U (t)) > e~ gilt. O

Damit kénnen wir nun die Existenz des Rechtsinversen auf DI zeigen.

Lemma 2.16 Fir § < C(T)™! und € < €y hinreichend klein existiert ein Rechtsinverses
go von T o Op o (id + o) auf DY fir jedes o € X.. Auflerdem gilt

Lo(gs) <e*T +C(T)6 + koe
L, (w o By o (id + a)> < Ke o"T + C(T) 6

und
Lz<ﬁso<I>To (id + o) ogg> <1

Weiterhin ist w° o ®r o (id + o) 0 g, : Df — EZ|p+ ein Schnitt des stabilen Vektorbiindels

mit Werten in E?|+.
€

Beweis. Wir zeigen zuerst das UberflieBen des Definitionsbereichs. Dazu sei x € D mit

|7%(2)|o = Ko €. Dann gilt

<%7TC“(x),7rC“(x)> = <D7Tcu($)( — Az + f(z) + Bj(@)aﬁcu@)
= (Dr(@)( = Aln(@) + 7 (x) + 7" (@) + () + B (1)), 7(x))
_ <D7TCU($)< — Ar(z) + f(z) — F(r(x) + Bj(x)> +



D ( An(z (x»)WWQo>

o) = Are(@) + f(@) = f(m(@) + B (2)), 7 (x) )
- <PC“P+<zd+Dh Qf QO>(—AP5“P;(x+h(Q3x))+
F() = f(r(@)) + Bo P B (2 + h(QF ), 7 (x))

= (= An(@) + Bon () + D (@) (f(2) = f(n(2))), 7))
> (B —a® — C(T) ) (rye)*.

o
— (Dr

Denn der Term D7 (x) ( — Arm(x) + f(w(x))) verschwindet, da —An(x) + f(7(z)) im Bild
von Dm(x) liegt und D7 (x) Dr(z) = 0 ist. AuBerdem gilt |Df| < ¢ und daher auch
|f(x) — f(m(x))] < 0|z —7(x)] < dkroe. Aus der gezeigten Abschétzung folgt dann, dafl
die Norm von 7% () wéchst und daher die Losung den Definitionsbereich verlassen wird.
Nun wenden wir uns der lokalen Existenz des Rechtsinversen zu. Aus Bemerkung 2.14 und
|Df| < 6 folgt zunéchst, daf sich die modifizierte und die volle Linearisierung entlang einer

ganz in E? verlaufenden Losung mit Anfangswert xy nur wenig unterscheiden. Es gilt
(2.20) |T(T,z0) — T (T, 20)|a < C(T)6.
Damit und mit Gleichung (2.16) folgt fiir u; = b; +h (b;) +v; € D' nahe bei z; fiir i = 1,2:

(2.21) |7 o Ppo(id+ o)(u; +o(ur)) — 7 o Py o (id + o) (us + o(u2))|a
> | Da%(w0) T(T', o) (w1 + 0(u1) — uz — 0(u2))]a — 6 C(T) [ur — uzfa

= B T(T, wo) (ur + o (ur) — up — o(uz))|a — 6 C(T) [ur — uzla
> |T(T,w0) F5" (ur + o (wr) = ug = 0(up))|a — S C(T) [ug — tsla
> |T(T,x0) (by +v1 — by — v3)|a — 6 C(T) |uy — usla

> e by + vy — by —va|q — S C(T) |uy — us|q

> e T uy — ugle — S C(T) |1y — usa,

denn es gilt ja
(222) |b1 + v — b2 — U2|a Z |U1 — U2|a — |h+(bl) — h+(b2)|a Z (1 — 5) |U1 — U,2|a.

Deshalb konnen wir lokal ein Rechtsinverses bilden. Wir miissen wieder die globale Injek-
tivitdt von 7 o & o (id 4+ o) nachweisen. Dazu zerlegen wir die Differentialgleichung wie
folgt:

(2.23) i = —Av+ f(r(@)) + B (2) + (£(2) = f(=(x))).

Wegen |Df(x)| <6 und |Dr(x)|, < Cy gilt

(2.24) |Df(z) — Df(m(z)) Dr(z)| < Cyd.



Wir lassen den Term f(z) — f(mw(x)) in Gleichung (2.23) daher zunéchst einfach weg und
betrachten die Gleichung
(2.25) i =—Az + f(n(x)) + BX (z).

Dann ist diese Gleichung fiir einen Anfangswert zo € DI auf dem Zeitintervall [0, 7]
wohldefiniert, da die Losungen von (2.23) und (2.25) sich in der Zeitspanne 7" nach Lemma
2.7 und Bemerkung 2.24 um héchstens C'(T') 6 k¢ € voneinander entfernt haben, und deshalb
die Losung der modifizierten Gleichung (2.25) stets im Definitionsbereich von 7 und 7
bleibt.

Wir beachten jetzt, dafi Gleichung (2.25) entkoppelt. Denn schreiben wir eine Losung x(t)
von (2.25) in der Form ¢(t) + y(t), wobei ¢(0) € v(go) und y(0) € Ey ist, dann sehen wir
leicht, daf in dieser Zerlegung die folgenden Differentialgleichungen erfiillt sind:

{ § = —Aq+ f(q)

(2'26) . Ccu,S Cu,S
g = —Ay+xT(Q5 9) Xuoe ([P yl) Bo Ps"" .

Denn jede Losung von (2.26) ist wieder in q(t) € v(qo) und y(t) € Ey zerlegt und erfiillt
deshalb 7(z) = ¢ und 7'(x) = Py fiir i = s, cu. Nun transformieren wir (2.26) vermoge

qg="bey + hy(bey) auf einen konvexen Bereich und gelangen zu der Differentialgleichung

g = —Ay+xT(bes) Xuoe | P yl) Bo Py B5*" -

Dann ist der Unterraum RP; ES* invariant unter dem zu (2.27) gehérendem Flu &. Au-

Berdem gilt die globale Abschéatzung
| Dy (by + v1) — Op(by + v2)|a = (67T + C(T) ) |by + v — by — V3]

fir v; € Ef N E§* und ¢ = 1,2. Dies folgt wie in Lemma 2.15 unter Benutzung der
Konvexitét des Gebietes und einer Zeitumkehr auf E§“. Die globale Injektivitét folgt nun
leicht, indem man die Losungen ®7 von (2.23) und &7 von (2.27) wie in Gleichung (2.21)
global miteinander vergleicht. Dabei beachten wir, dafl sich wegen (2.24) die beiden Zeit T-

Abbildungen ® und ®; nur um einen Term mit Lipschitzkonstante C'(T)d unterscheiden:

|7 0 ®p o (id+ o) (uy) — 7 o Dy o (id + o) (u2)|a
> |P5 Op(ur 4+ o(uy)) — Ps" Or(ug + o(uz2))|a — 0 C(T) |ug — uzla
> |P5" Or(ur + o(w)) — B5* Or(us + 0(us))la — 8 C(T) [ur — usla
e T uy — ug|e — 6 O(T) [ug — ugla

(e T —5C(T)) |uy — usq.

A%

Dabei haben wir wieder (2.22) benutzt. Wir haben also die Existenz eines Rechtsinversen
auf DI bewiesen. Zuletzt miissen wir noch die Lipschitzkonstante von @# (o) abschétzen.
Dies folgt unter Beachtung der Gleichungen (2.18) und (2.20) wie in Lemma 2.12. Aus



(2.18) folgt auch leicht, daB die Werte von ®% (o) wieder in E? liegen. O
M. #°(z) € D..

Die Differentialgleichung (2.11) sei hier nochmals wiederholt.
(228) & = —APBjz+ By f(x)— i (P x) Pix+
(—A R+ B f() + Bo(Xoe 1P 7 ()]) X (@ () B +

VlB5 7 (@)]) X (1= Py mla)) By ) P w () ) xe (P a)
= —AFx+ P f(x) - X (P ) Py v+
(—AR -+ B f(x) + B (2) + B~ (@) ) & (5 a).

Es sei 2(t) € D! eine Losung von (2.28). Wir werden in der zugehdrigen Variationsgleichung
die Nichtlinearitat Pg f(z) + F§* f(z) xS (F§* z) zunéchst weglassen. Die so modifizierte

Variationsgleichung entlang x(¢) sieht dann wie folgt aus

(229) § = —ABjy— BB a) By~ Bie (DX P a) B'y) Pia +
( —AF§"+ DB (x) + DB_ (:c)) yx& (Pt ) +
(—AP“z+ B (2)+ BI (2)) ' DX (7! B a) Bi"y.

Hier wird nun die Minimumnorm vom Anfangswert abhéngen, d.h. wir haben in der Ter-
minologie von [24] keine absolute, sondern nur noch eine relative normale Hyperbolizitét.

Wir fiithren deshalb eine weitere Bezeichnung ein. Es sei

a(‘QjO) ::/ @I(:vo)(t) dta
[0,7]
wobei @5,y die charakteristische Funktion der Menge I(zo) ist und
I(xo) == {t € [0,7]/ P a(t) € Cl Un(A)}

die Menge derjenigen Zeitpunkte sei, fiir die die Projektion der Losung x(t) auf E§* in der
Menge Cl1U,(A) verweilt. Vergleiche dazu Gleichung (2.9).

Lemma 2.17 Fir die Losung ’j'(T, xo) der modifizierten Variationsgleichung (2.29) gelten
die Abschdtzungen

m(T (
|7 (

wobei v, = Cy K(x) C(ko) ist und By in (2.10) definiert war-

e~ (T=a(z0)) o= alzo)

T, xo) F5")
T Keo"T g=Pralzo) 4 1, C(ko) C(T) K(x),

>
7370)P08‘o¢ S



Beweis. In den Koordinaten v = Py und w = PJ y ist die Gleichung (2.29) durch

0= (P x)( — A+ DB(z) + DB;(J:)) vt

(2.30)
(—APsa+ B (@) + B (2)) € Dy (e Pt a) v

(2.31) W= —Aw— B (Pr)w — Bret <DXS(G’1 P5* x) U> Pjx
gegeben. Beachte dabei Bemerkung 2.13. Wir sehen, daf die Gleichung (2.30) auf E§* ent-

koppelt. Zunichst berechnen wir die Minimumnorm von 7 (T, o) auf EG*. Dazu schétzen
wir (2.30) jeweils getrennt fiir ¢t € I(xo) und ¢ ¢ I(xg) ab.

Solange t ¢ I(xg) ist, gilt x** =1 und Dx“* = 0. Deshalb geht (2.30) in die Gleichung
0= ( A+ DB*(x) + DB;) v

iiber und die Minimumnorm kann fiir 0 < ¢ <t¢+7 < T und [¢,t + 7] N [(x9) = O wie in
Teil II. durch
(2.32) m(T (t+7,t,20)) < e @7

nach unten abgeschétzt werden.

Falls nun ¢ € I(zy) ist, schitzen wir das Vektorfeld durch die Norm nach oben ab:

\e(Fg ) (= A+ DB (x) + DB, ) v+
< — AP"z + B (x) + Be_(x)> e Dy (e PS ) v
< GoK() K)o = mol,
denn es gilt ja | P x| < 3e. Wir beachten hier, da§ die Norm von DBZF gleichmiBig in e
durch eine Konstante C'(T") abgeschétzt werden kann. Denn die von € abhéngige Ableitung
von x* - vergleiche hier Abbildung 9 - liegt nach Konstruktion immer innerhalb von A
und dort war x¢* = 0. Daher erhalten wir in diesem Bereich fiir 0 <t < ¢+ 7 < 7T und

[t,t+ 7] C I(x0) stets
(2.33) m(T (t+7,t,20) P{*) < e ™7,

Durch Zusammensetzen der oben erreichten Abschitzungen gelangen wir schliellich zu der
Ungleichung
m('j-(T, $0) POC“) > e~ (T—a(0)) =1 a(zo)

Hierbei war wichtig, dafl in den Abschitzungen die Konstante K aufgrund der Zerlegung
—AF*=A+Jin A und J mit ||J| klein nicht vorkam.

Nun betrachten wir die Gleichung (2.31) auf dem stabilen Raum Ej

W= —Aw — By x5 (P x)w — Bre! (st(e_l P5tx) v> P x.



Wir lassen zunéchst den Kopplungsterm (3 €7 (Dx®(e ™! P§* ) v) P§ x weg. Dann erhalten

wir die Gleichung
d
E@D = —AW — By (F5t x) W
mit der expliziten Losung
W(t) = e Joxe (Bt a(m)dr o= At
Wir kénnen daher die zugehorige Halbgruppe W (t, ) mit
(W(T)|a < Ke "7 emfretwo)

abschétzen. Beachte namlich, dafl

‘A NS (B a(r)) dr > a(o)

gilt, da nach Definition {x“* > 0} C {x® = 1} ist und x* > 0 gilt. Nun miissen wir noch
den Kopplungsterm S1e ' (Dx*(e ! P§“x)v) Pz beriicksichtigen. Diesen Term kénnen wir

aber durch

‘ﬁl et <st(e_1 Pyt x) v) Pjx

. < Bre ' K(x) |Ps wla < Bk K(x)

abschétzen, da x(t) nach Voraussetzung ganz in E? bleibt. Damit erhalten wir fiir die

Losung 7 (T, zy die Ungleichung

=
3
I

)+ fo W(T,s) Biet < S(e7! P& x(s)) V(s)) Pjx ds
|W Moo fy Ke™@" T 35y K(x) €% ds

<
< Ke T o—h a(zo) + Bl CO k(X) K1 GMT,

wobei V(t) die Losung der entkoppelten Gleichung auf E§" ist. Diese kénnen wir immer
durch €' mit einer Konstanten v; = Cy K (X) C(ko) nach oben abschétzen, vergleiche dazu

auch Bemerkung 2.13. Damit ist das Lemma bewiesen. U

Nun werden wir noch die in Lemma 2.17 vernachléssigte Nichtlinearitét

By f(x) + P f(2) X (B @)

beriicksichtigen.
Bemerkung 2.18 FEs gilt

D(P () + P f(a) (P ) )| < o



Beweis. Wir berechnen die Ableitung

D(Pg f(x) + P f() X (Ps*2)) =
By Df(x) + P D f () x&' (P5" @) + Fg* f(x) e Dy (™" Fg* @) g™
und unter Verwendung von |f(z)| < Cy|z|Lt*, [Df(x)| < Cp|z|? und |x|, < 3¢ erhalten
wir
|D(Ps flw) + B F@) (B 2))| < Co R () ¢ = o,
U

Dabher ist die Ableitung der Nichtlinearitét klein und der Einfluf auf die Variationsgleichung
ist daher von der Ordnung o.. Damit ergibt sich fiir die volle Variationsgleichung 7 (T, z)
von (2.28) schliefllich folgendes Lemma.

Lemma 2.19 Es gilt

" (P(fu T (T, wo) ‘E3> > e (Tralwo)) gmmalwo) o
|5 T(To)|Esla < Ke T e Pel) 4 k) O(ko) C(T) K (x) + o
|Ps T (Txo)| pevla < O
|Pgu T(Tl’()) E§|a S Oc¢.
Beweis. Dies folgt aus Lemma 2.17 und Bemerkung 2.18. U

Jetzt konnen wir die Existenz des Rechtsinversen auf D! zeigen.

Definition. Wir definieren durch

ma(g) = Timinf 198 = IWla
y—z,yED, |ZL‘ _ y|a

die Minimumnorm m(g) einer Abbildung ¢g : D, — X°.

Lemma 2.20 Auf D! existiert ein Rechtsinverses g, von #o®ro(id+o) fir jedes o € X,

sofern € < €y hinreichend klein ist. Ferner gilt mit © = g, (x¢)

Lﬂﬁo(ga) < €as(T*a(I)) e’ha(w)_'_oE
L0 Br o (id+0)) < Ke"T e=%) 1 Clog) O(T) K () + o1

N -1
Aufserdem st fiir kq < (C(/{o) c(T) K(X)> und € < €y hinreichend klein
Ly (7o ®rpo(id+o)og,) <1

und 7t* 0 By o (id+ 0) 0 gy : DL — E?|pi ist eine Abbildung nach E? mit Werten in Ef|p:.



Beweis. Es sei also 0 € ¥, ein zuléssiger Graph. Wir zeigen zuerst das UberflieBen.
Fiir Pz € A verschwindet die E§"-Komponente des Vektorfeldes identisch, wéhrend fiir

x € DI und |7°(x)| = Ko € die E§"-Komponente nach auflen zeigt

(X (Pg ) [(A + T+ By P no(a) + f(n7(x)) |, 7o () )
> (6o — a® = O(e)) | (@) .

Daraus folgt das UberflieBen des Definitionsbereichs. Wir wollen #¢* o ®7 o (id + o) lokal
invertieren. Nun gilt aber fiir u; € E§* nahe bei x mit w; = b; + X(b; e+) ha(b; ex) + v; fiir
1=1,2:

|7 0 @y o (id + o) (uy) — 7 0 ®p o (id + ) (u2)|a
2 ‘Pocu ,]N-(T, l'o)(bl + v — b2 — 'Uz)la + O¢ ‘Ul — UQ’a

> (C_QS(T—a(a:)) e N a(x) + 06) |u1 — U2|a

wegen Lemma 2.17 und 2.19. Daraus folgt die Existenz eines lokalen Rechtsinversen. Nun
passen die so gefundenen lokalen Rechtsinversen aber zusammen, da 7 o &7 o (id 4 o)
global injektiv auf D! ist. Denn zuniichst folgt fiir den modifizierten Flufi (mit weggelas-
sener Nichtlinearitat) auf E§* in der Riickwértszeitrichtung, dafl zwei Losungen sich nach
der Zeit —T hochstens um 2e”” voneinander entfernt haben. Das bedeutet, daf8 sich zwei
Losungen hochstens um den Faktor 2e =7 in der Zeit 7" anndhern kénnen. Und da sich die-
ser modifizierte Flufl und der echte nur um eine Abbildung mit kleiner Lipschitzkonstante
o, unterscheiden, gilt dies auch fiir 7 o &7 o (id+ o). Wir beachten hier weiterhin, dafl das
Abschneiden des homoklinen Orbits durch X. h+ und der damit verbundene Ubergang des
Definitionsbereichs D! von E§* zu der nichtlinearen Mannigfaltigkeit ebenfalls nur Ablei-
tungen von der Ordnung o, beisteuert. Damit ist die Existenz des Rechtsinversen gezeigt.
Die Abbildung 7* o @7 o (id + o) o g, hat dann wegen der Abschétzungen von B T (T, o)
in Lemma 2.19 wieder Werte in E?. Aus Lemma 2.19 folgt auch leicht die Ungleichung
fiir Ly, (7° o ®7 o (id + ). Daher miissen wir nur noch die Lipschitzkonstante von & (o)

berechnen. Wir erhalten

Ly (9F(0)) < Ly, (o0)(7° 0 @7 0 (id + 7)) Lzg (9)

< Ly (o) (7° 0 B 0 (id + 0)) Mg, (20) (95 )
< ( —aP T o=hralea @) 4 o) C(ko) C(T) K (x) + Oe) :
( *(T-a(g0(2)) o7 alg0()) +0€)
< Ke—(@=a)T —=(Bit+a—m) a(go (o)) + Ky C(,{O) C’(T) K(X) enT 4 0c
< 1,

denn wir kénnen x; abhingig von C/(ko) C(T) K (x) aber unabhiingig von € klein wihlen;
wir beachten dabei 7 = Cy K(x) C(ko). Ferner haben wir 3, > =~ nach (2.10) und



|D7® — P§| = o. benutzt. Damit ist das Lemma bewiesen. O
IV. Die Existenz eines Fixpunkts von (ID#.

Mit den Lemmata 2.12, 2.16 und 2.20 haben wir gezeigt, daf§ die Abbildung CID# P e — X
wohldefiniert ist. Nun beweisen wir die Existenz eines Fixpunktes von ®7 in X. Dazu

brauchen wir noch folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.21 Zu jedem 1y > 0 und Lo, mg > 0 existiert ein e¢g > 0, so daf$ fir alle
€ < ¢ und alle x,y € D, mit |x — y|, < € folgendes gilt.
(i) Fir alle g: D. — X* mit L(g) < Lg ist

l9(z) — g(y)|a < Lo (1 +m0) |2 — Yla-

(ii) Fir alle g : D — X* mit m(g) > myg ist
19(x) = 9(¥)]a = mo (1 = n0) [+ = Yla-

Beweis. Zunichst gilt fiir jedes g : R" — X mit limsup,_, % < Ly auch |g(x) —
9W)|a < Lolz — yla. Denn zu jedem x > 0 existiert eine Umgebung U, (z) fiir alle
r mit |g(z) — 9(¥)|a < Lo(1 + K) |z — ylo fiir y € Usy(x). Nun seien xg, 21 beliebig
gewahlt. Wir wihlen eine Zerlegung der Strecke g 77 in disjunkte Teilstrecken 7; 7,71 mit

Yiv1 € Uey) (i), was stets moglich ist. Dann folgt

l9(z0) — g(z)a < 22 9(:) — 9(Yiv1)la
< D Lo(L+5) [y — Yirila
= Lo(14kK)|zo — x1|a

nach Wahl der y;. Da k beliebig klein gew#hlt werden kann, erhalten wir |g(zo) — g(x1)]|a <
Lo |xo—x1|a. Der Definitionsbereich D, ist hier zwar eine (kompakte) Untermannigfaltigkeit
und nicht der R", aber wir konnen D, gleichméfig durch die Tangentialrdume approximie-

ren. Zu jedem n > 0 existiert ndmlich ein ¢y > 0 mit der Eigenschaft
D.NU,(z) = Graph(h,),

wobei h, eine Abbildung h, : U, (0) C T,D. — E2 mit |h.(yo) — he(¥1)|a < 1Yo — Y1]a ist
fiir jedes x € D, und jedes € < ¢y. Dies folgt aus den Definitionen von D, und 7. Daher

erhalten wir fiir xg, 1 € D, mit |xg — x1|o < €9 die Abschitzung

l9(x0) —g(@1)la = [9(Wo + Pa(v0)) — 9(vh + ha(th))]a
Lo (14 n) Yo — y1la

LO 14n |ZL‘0 — ZE1|a.

<
< Ly

Der zweite Fall folgt analog und die Bemerkung ist bewiesen. U



Lemma 2.22 Die Abbildung @# 1 Y — 2 st eine Kontraktion mit Lipschitzkonstante
Ke™*"T + C(T) 6 + oc + 11 C(ro) C(T) K(x)-

Daher existiert ein eindeutiger Fixpunkt o, € 3.

Beweis. In diesem Beweis werden wir ein wenig bedenkenloser vorgehen. Eigentlich miissen
wir hier wieder alle Abschitzungen getrennt in den drei Bereichen D!, D* und D/ zeigen,
werden dies aber nicht tun. Im Zweifelsfall moége der Leser dies nachrechnen. So wire es
zum Beispiel bei einigen der folgenden Ungleichungen korrekter, in den Bereichen D' und
D¥* die Abschiitzung

f(q+U)—f(q+&)=/O Df(q+ 1+ (u— @) dr (u—1a)
anstelle von
flg+u) — flg+a) = Df(q)(u— )+ oc |u — ul

7zu verwenden.

Wir miissen || ®% () — &% (5)| abschiitzen fiir o, € .. Wir erhalten dann fiir diese Norm
den Ausdruck
(2.34) |97 (0)(2) — ®7(5)(2)]a
= |7T°o®ro(id+0)og,(z) —7° 0 Dro(id+ 7)o gs()|a
< |7 ®p (id + 0) go(2) — 7° P (id + 7) 9o (7)]a +
7% @ (id + 7) go(x) — 7° r (id 4 7) go(2)]a
< D @) (9ow) (0(90%) = 0(go))|a + 0c [0(go) — 0(go)|a +
|7° @1 (id + 6) go(x) — 7° Pr (id + ) g5 ()] o
Zunéchst behandeln wir den ersten Term in Gleichung (2.34). Aus den Beweisen der Lem-

mata 2.11, 2.16 und 2.20 angewendet auf x € D/, D} beziehungsweise auf D! erhalten wir

die Ungleichung
(2.35)  [D(# ®r) (go7) (0(g07) — 5(907))]a
< (Ke™™" do + CT) 0+ k1 C(T 1) K() ) lo(gow) = 5(g5)].

Anschlieflend schétzen wir den zweiten Term in (2.34) ab und berechnen zunéchst |g,(z) —
95(2)|a- Nach Definition gilt

70 By o (id+0) 0 gy = 7% 0 By o (id + &) 0 g5 = idp,
und
7 Op (id+ 0) g, (x) — 7 Pp (id + 7) g5(x)
= 70 (id+ 0) go(x) — 7 Pp (id 4+ 7) go(z) +
7 Op (id 4 7) g, () — 7 @7 (id + 7) g5 ().



Aus diesen Identitiaten erhalten wir daher
|7 Dp (1d + §) go(2) — 7 Pp (id + 7) g5()|a
|7 ®p (id 4+ 0) go(x) — 7T Pp (id + ) g ()| a-

Nun wissen wir aus den Lemmata 2.12, 2.16 und 2.19, daf |g,(z) — g5 ()| < € gleichméBig
in ¢ und & gilt. Deshalb folgt

|7 Pp (1d + 7) go(2) — 7 Pp (id + 7) g5()|a
> (Loyul5™ @1) +00) 192(2) = 95(@)la
und wir erhalten schlieflich
-1
190(2) = g5(@)la < (Lgyo (7 @1) +0.) -

7 Pp (id + 0) go(z) — 7 Pp (id + 7) g, (2)

«

Wir miissen also noch den Ausdruck
|7 @ (id + o) (x0) — 7 Pp (id + 7)(20) |
mit z := g,(x) berechnen. Wir erhalten

75 Dy (id + o) (o) — 7 D (id + &) (20)
/0 D(#* 1) (w0 + 5(w0) + 7 (0(0) = 5(x0)) ) (0(w0) = 6(x0)) dr |

< (IDG™ @r)(w) DF*(@o)la + 0c ) lo(0) = (o)
Aus den Beweisen der Lemmata 2.11, 2.16 und 2.20 folgt diesmal die Ungleichung
-1
(Loae(7 @7) +0.) | D7 01 (952) D*(g,3)]
< 0c+ C(T) 8+ r1 O(T, ko) K(x)-
Damit erhalten wir die Ungleichung
(2.37) |go 95()]a
<oe +C(T) 6+ k1 C(T, ko) K (x )) 10(g0) — 5(Go )]
Wir setzen jetzt (2.35) und (2.37) in Gleichung (2.34) ein und erhalten
|7 (0)(2) — @7(5)(2)la
< D @1) (907) (0(gox) — 6(90%))|a + 0c|0(gox) — 0(go)]a +
|70° O (id + 7) go(x) — 7° Pp (id + 7) g5(7)|a
< |D(ﬁ-s CI)T) (ga ) ( (go ) - 5(90 ))|a + Oc |0-<gax> - 6<gax)|0c +
(IDG @) (g2l + 0c) l92(2) = o )]

(2.36)

)
((Ke*a T 4 o, + O(T) 8 + k1 C(T, k) K(X)> +
(|D D7) (go)|a + 0€> <oe £ O(T) 6 + #1 C(T, ko) K(X))) 10(g0 ) — 5(g0 )]
(Ke™"" + 0.+ C(T) 6+ 1 C(T, ) K(X) ) lo(g5) = (g0

VAN



Hier haben wir den Term
|7ATS CIDT (Zd + 5') gg(l') — 7?('S (I)T (Zd + 5’) gg,(x)|a

mit der gleichen, bereits oben verwendeten Methode abgeschétzt. 0

Wir bezeichnen den Graphen von o, mit Wt . Es gilt also Wi C &, Wit . Als néchstes

hom hom*

zeigen wir eine Charakterisierung der durch Graph o, gegebene Fléche.

Lemma 2.23 FEs sei x_,, € E? fir n € Ny eine Folge mit ®r(x_,) = x_(,—1). Dann gilt
Zo € Whom

Beweis. Die Folge z_,, erfiillt insbesondere dist(z_,, W(" ) < 2, denn es gilt ja |7%(z)], <

hom

e fiir alle z € E?. Aus der Kontraktionseigenschaft von ®7 schlieBen wir zuniichst, daf

dist(®7(x), Wee ) < k™ dist(x, Wiy )

fiir ein kK < 1 und alle z € E? mit <I>Zf(a:) € FE? fir 1 < j < n gilt. Fir die Folge z_,

erhalten wir daher unter Beriicksichtigung von ®%.(z_,) = zq

dist(zo, Wit ) = dist(®(x_,,), Wi ) < k" dist(x_,,, Wit ) < 2k"e.

hom >~

Fiir n — oo folgt deshalb dist(xq, WSk ) = 0. O

Wir haben daher eine Mannigfaltigkeit Wyt =~ gefunden, die lokal invariant unter der Zeit T-
Abbildung @1 ist. Was wir aber tatséchlich konstruieren wollten, war eine Mannigfaltigkeit,

die lokal invariant unter dem Halbflufl &, fiir ¢ > 0 ist. Dies liefert die folgende Bemerkung.

Bemerkung 2.24 Wr* st lokal invariant unter ®; firt > 0.

hom

Beweis. Wir kénnen die Graphentransformation auch mit ®; anstelle von ®7 durchfiihren,
sofern nur |7 — T'| < 5 gilt und 5 > 0 hinreichend klein ist. Dann ist auch @?(0*) in X,
enthalten. Auflerdem gilt

(I)T P Whom - (I)T (I)T Whom = 5 Whom

Deshalb ist auch @?(O’*) O Wit ein Fixpunkt von @# und wir erhalten daher wegen
der Eindeutigkeit schliefllich die Identitét @T#(a*) =0, Mit T =T+t und 0 < t < n folgt
dann

Whom P Wham - (I)T-H Wlfgm = q)t Whom

Durch Iteration folgt nun die Behauptung. O



2.3.3 Regularitit

Schliellich weisen wir die Regularitdt von Wy = nach. Wir beschrédnken uns dabei auf den

Fall C¥*8 mit 8 > 0, d.h. wir vermeiden den Fall der C*-Regularitit. Dies wird im all-
gemeinen keine grofie Einschrankung sein, der Beweis vereinfacht sich aber erheblich. Fiir
den C*-Fall vergleiche [24, Thm. 4.1] oder [20, Lemma A.3] .

Im folgenden werden wir uns auf den Fall £ = 1 beschrénken; der Fall hoherer Differen-

zierbarkeit folgt analog.

Zunichst ist der Definitionsbereich D, im allgemeinen nur in C*?, da die Nichtlinearitét
dann nur in C'* ist. Tatséichlich kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf§ D, und das Biindel
E? in C* sind.

Bemerkung 2.25 Es existiert ein C'°°-Biindel Ef tber einer C*°-Mannigfaltigkeit D., so
daf$ folgendes gilt

(i) D, und E* sind in der C*-Norm nahe an D, und E?.

(i) Der Fizpunkt o, kann als Graph & tiber D, in Ej dargestellt werden.

Beweis. Es sei n > 0 vorgegeben. Dann approximieren wir zuerst den Orbit ¢(-) : R — X¢
mit ¢(-) € C! so durch eine C*-Funktion ¢(-), dafl

() =4g@)la < 7
5 (a®) —at)la < 7
q(t) € Re, fir ¢ >n~!
q(t) € Re_ fir ¢t < —n1

gilt. Dies erreicht man wie im endlich-dimensionalen durch Faltung mit einer glidttenden
Funktion (Mollifier). Jetzt konnen wir wieder nichtlineare C*°-Projektionen 7, 7 und 7
definieren, die in der C*-Norm 7 nahe an den urspriinglichen Projektionen sind. Statt als
Definitionsbereich bei der Graphentransformation D, zu verwenden, benutzen wir die neue
C*-Fliche D, und das zugehorige C*°-Biindel E*. Fiir n klein genug ist die Graphentrans-
formation weiterhin wohldefiniert, denn die zusétzlichen Terme sind von der Ordnung 7 in
C" und das UberflieBen ist ebenfalls gesichert fiir kleines 7. Daher kénnen wir die Mannig-
faltigkeit W als Lipschitzgraph o, iiber der C'"*°-Fléache D, in das Biindel E* schreiben. O

hom

Wir werden im folgenden die C'°°-Approximationen wieder mit D. und E? bezeichnen.
Als néchstes miissen wir erklidren, was wir unter Holderstetigkeit von Schnitten verstehen.
Auf einer Untermannigfaltigkeit eines normierten Vektorraums konnen wir zunéchst die

Tangentialrdume vergleichen. Zu jedem x € D, existieren C*°-Abbildungen

H,:U, x T,D. — E(z)



linear in der zweiten Komponente mit
H,(y)u = u+ Hy(y,u) = u+ Hy(y)u € T,D.
fir y € Ug,(z) N D.. Das Bild dieser Abbildung ist mit anderen Worten durch R(id +

H.(y)) = RH,(y) = T, D, gegeben. Es gilt |H,(y)|o — 0 fiir y — .

Definition. Es sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit in X“. Die Ableitung einer Abbildung
g: M — X heiBt Holderstetig mit Holderexponent 3 (oder Dg € C?), wenn

lim sup |Dg(z) — Dg(y) o Hy(y)la

y—x,yeM |[L’ - y|ﬁ

=: R.(g9) < R(g)oc

fiir alle x € M gilt.

Dabei ist die Norm im Zéhler gegeben durch | - |z, a,xe) mit der durch T, M — X* auf
T, M induzierten Norm. Analog definiert man die Holderstetigkeit der hoheren Ableitungen
von o. Falls M eingeschrankt auf eine offene Menge flach ist, dann stimmt diese Definition
mit der iiblichen Definition im R” iiberein, da dort H,(-) = 0 ist. Insbesondere gilt dies fiir

unsere Mannigfaltigkeit D, in der Umgebung des stationdren Punktes.

Lemma 2.26 ([23, Lemma 6.1.6]) Es seien X,Y Banachriume und U C X offen.
Dann ist Br(C*P(U,Y)) fiir 3 > 0 abgeschlossen in C°(U,Y).

Dabei bezeichnet By die Kugel mit Radius R. Dieses Lemma iibertragen wir nun auf unsere
Definition von Holderstetigkeit.

Lemma 2.27 Bgr(C*P(D,)) ist fiir 3 > 0 abgeschlossen in C°(D,).

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall £ = 1. Der Beweis fiir £ > 1 verlauft analog.

Im folgenden verwenden wir die Identitéten

-~ CU ~ CU -~ CU
oTr = T

und

D#(y) D#“(x) = D&(y) (id.p. — Holu) + Hely)) D3 (@)
D7 (y) < — H.(y) + Hm(y)> D7 (z)
= (D#*(@) = DF"(y)) Haly) DA () + DA™(y) Holy) D" (2)

Hi
= (Da"(x) = DA™(y) ) Huly) DF""(2) + Holy) Di" (a)

da RH, C E¢ = Ke D#*(z) und D7(y)|z,p, = id ist. Es konvergiere 0, — ¢ in C°
mit 0, € Bgr := Br(CP(D,)) fiir alle n. Wir betrachten dann o, o 7 : U — X,



wobei U = E? C X® offen ist. Dann existiert wegen Lemma 2.26 ein 6 : U — X mit
& € Br(CY#(U)) und D¥(o, o #*) — D'G fiir n — oo und i = 0, 1. Es gilt nimlich

|Do,, 0 D#(z) — Do, 0 D (y)|a

< | (Dou(a*"(@)) = Do (7™(y)) DA (7*(y)) ) D7 (x)
Do (7 (y)) D (7 (y)|

Do, (7 (x)) = Don (7 (y)) Hyeoi (7 ()| |07 ()] +
Don(#(y)) D (& (y)| - (|Hrevi 7)) [DF(@)| +1) -

Dr(x) — Dx(y)

_|_

«

Dr(x) — D (y)

«

IN

«

(67

Daher ist o, o 7 € CHP(U) fiir alle n. Wir setzen nun o = &|p,. Dann folgt Do, — Dic

fiir n — oo und i = 0, 1. Deshalb ist auch o € Br(C*?(D,)) und das Lemma ist bewiesen.
U

Bemerkung 2.28 Um die Hdélderregularitit von Do, zu zeigen, ist es offensichtlich aus-

reichend,
o (BR(C’LB(DG)) N 26> - (BR(CW(DE)) N zg)

fiir ein geeignetes R > 0 nachzuweisen. Der Fizpunkt o, ist dann ndamlich in Br(C**(D,))
enthalten, da Br(CY?(D.)) N Y. nach Lemma 2.27 abgeschlossen in Y. ist.

Bemerkung 2.29 Fiir Abbildungen f, g € CY#(D.) mit g : D. — D, gilt
R.(D(f ©9)) < Ry@@)(Df) La(9)"™ + Ly(ay (f) Ro(Dg) + Loy (f) Lo(9)™” Ryu(H).

Beweis. Zuniichst gilt fiir beliebige Abbildungen f € C?(D., X*) und § € C®(D,, X*)
die Ungleichung

(Fed)(@) = (fodWla _ IfE) ~ FEW)la (Ié(x)—é(y)la)ﬂ
g

& = yla T @) —g)la [ = Yla

und es folgt

(2.38) R(f o §) < R(f) L(9).
Unter Verwendung dieser Ungleichung erhalten wir dann
(2.39) [D(f o g)(x) = D(f °9)(y) Ha(y)]a <

<

(Df(g2) = DF(9y) Hyulgy)) Dyla)| -+

Df(9y) (Hae(9y) Dg() = Dyly) Holy) )|
< [Df(gz) — Df(9y) Hye(9y)|a | Dg()]o +
DS (g9)la - (1Hgalgy) = idr,.p]a | Dg(a)]a +

[Dg() = Dy(y) Ha(y)l-.).




Nach Multiplikation mit |z — y|,” und dem Grenziibergang y — x folgt daher

Ru(D(f ©)) < Ryey(DS) Le(9)"** + Loy () (Rt () Le(9)' " + Ral9))

und dies beweist die Bemerkung. 0

Lemma 2.30 FEs existiert ein Ry > 0, so daf
o (BRO(CW(DG)) N 26) c <BRO(CL5(DE)) N ze)

gilt. Daber wird Ry im allgemeinen von € abhdngen.

Beweis. Es sei 0 € Br(CH#(D,)). Dann ist ®% (o) € C'(D,) und die Ableitung erfiillt
|D(®%(0))|o < 1. Daher miissen wir nur noch D(®#(0)) € Br(C?(D,)) zeigen. Es gilt

D(®%(0)) = D& 0 D@7 o (id + Do) o Dy,.

Die Zeit T-Abbildung ®7 ist in C1# (U, X®). Allerdings wird die Holderkonstante R(D®7) —
oo fiir € — 0 im allgemeinen unbeschrinkt anwachsen, da wir cutoff-Funktionen verwendet

haben.

Zunichst zeigen wir, dal die Ableitungen der Rechtsinversen g, Holderstetig sind und
berechnen deren Héldernorm. Zuvor bemerken wir noch, daf§ wir wegen der Lemmata 2.10,
2.16 und 2.19 die Minimumnorm der Ableitung D(7 o &1 o (id + o)) stets nach unten

abschétzen konnen. Es gilt

mo(z) = m(D(frC“ o @7 o (id + U))(ac))

(2.40) Ke T +o0,+C(T)4 fir x e D/
> e T+ CO(T,ko)e+C(T)5  fir ze€ D*
e~ (T=a(@)) g=ma(@) 4 o fir z € DL

Nun verschaffen wir uns eine implizite Darstellung von Dg,. Es gilt
7o ®Pro(id+ o) o g, =idp,
und daher
D7 o D®r o (id+ Do) o Dg, = idr,p,.
Wie in Gleichung (2.39) folgt dann

‘ideDe —idr,p. H(y)| =

[0}

D(7% o @7 o (id + 0))(g,x) Dyo(x) —



D(7 o &7 o (id + 7)) (9oy) Do (y) Ha(y) .

> —W( (7 0 070 (id + 0))(gor) = D(F*" 0 b1 0 (id + 0)) (gry) Hyoa(95)) -
Dy, (x (id +0))(974) (Hare(909) Dgo(w) = Dgo ) Holw) )|
> mo(goy ) Hy,o(90y) D9o () — Do (y) Ha(y))| —

D(7% 0 ®p o (id 4 0))(gox) — D(7 0 O 0 (id + 0))(9oy) Hyou(9oy)| |Dgo()
mo(9y) | Do 2) = Daoly) Halw)| = molgo)
D(# 0 @ o (id + 0))(gox) — D(7™ 0 @1 0 (id + 0))(90y) Hg,2(9oy)| |Dgo()]| .
Wir erhalten also
| Dy (@) = Dga(y) Ha(y)
< mo(goy)™ (fice, . — Haly)
D(7 0 @7 o (id + 0))(9oy) Hy,x(9oy) .

ng(gy) - ZdT zDe ’ ‘Dga
Aufgrund von 7%(z + o(z)) = o(z) folgt
)

‘DO Do (y) Ha(y
< |Di*(x + oz (Do— o(y) H ))a

( o+ o(@)) - <y+dw0 Da(y) He(y))
D#*(x + o(x) MDU 2+ o(z)) — Do(y + o(y)) Ho(y)

v

Hgﬂv (gy) - idngDe

«

~ CU

(id + 0))(gox) —

Dygq(z) a) +

07

[0}

+
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+

«

D#*(x + o(z)) — D#*(y + o(y) uDa ) Ho(v))] -

«

Dann ist Dg, Holderstetig und wir erhalten die Abschétzung
Ri(Dgo) < Lu(g5)" R(H)+
molgow) " (ROH) + Lu(gs)* ((R(ID(F @) L(id +0)"+ +
L(D(7*" ®)) (R(H) + R(D7")) + |D(7™ Or)(20) D" (20) | Ry, (D7)) )
fiir die Holderkonstante mit zo = g,(x) + 0(g,(x)). Wie in Gleichung (2.36) folgt dann
ID(E D) () DA () < 00+ C(T) 8 + iy O(T, 0) K(x).
Damit gelangen wir schliefllich zu der Ungleichung
(2.41) R.(Dgo) < La(95)"*" R(H)+
molgo) ™" ( RH) + La(g,)" ( RID(F* @) Lid + )" +
L(D(7* ®7)) (R(H) + R(D7*)) +
(0 + C(T) 0 + K1 C(T, ko) K (X)) Ryor(D9)) ).



Jetzt konnen wir die Holderstetigkeit von ®% (o) nachweisen. Dazu miissen wir die Differenz
|D(7° o ®p o (id+ o) 0 g,)(x) — D(7° 0 @ o (id 4+ ) © o) (Y)]a

abschétzen. Dies geht genau so vor sich wie bei der oben stehenden Abschétzung der

Holderkonstanten von D(7 o ®r o (id + o) o g,). Deshalb geben wir nur das Ergebnis an:

Ry (D(7° 0 @70 (id + 0) 0 g5))
< R(D(#* ®p) D7%) L(id + 0)* " L(g,) +
| D(7* 1) (20) D#*(20)|a Ry, (Do) La(gs) ™ +
R,(Dgo) |D(#° ®1)|a (Co L(0) + 1) + | D(7° @1)|o L(0) La(95) " R(H).

Dabei ist wieder 2y = g,(z)+0(g,()). In diese Ungleichung setzen wir unsere Abschétzung
(2.41) fiir R(g,) ein. Da es uns nur auf eine Schranke fiir R(Do) ankommt, bezeichnen wir
mit M, eine Konstante, die die Holderkonstanten von D(7* ®7) und H fiir i = s, cu sowie

alle Lipschitzkonstanten enthélt. M, ist aber unabhéngig von R(D¢). Dann erhalten wir
Ro(D®}(0))
< M.+ |D(7*° &7)(x0) D7*(20)|a Ryya(Do) Lu(g5) " +
R.(Dygy) |D(7° Pr)la (Co L(o) +1)
M, + Ry,(Do) (|D(7* ©r)(20) D*(z0)la La(go)™ +

(oe + CO(T) 8 + w1 O(T, ko) qu)) m0(9o) " La(gy)? )

VAN

Wir beachten, daf§ die Abschétzungen von L(g,) und mg(x) gleichméBig in € sind, und

bekommen deshalb
(2.42) R,(D®%(0))
< Mo+ Rya(D0) (00 + C(T) 8 + k1 C(T, ko) K(x) +

D(#°B1) (g + o(90)) DF* (a2 + 7(go2))| Lalg)"*?).

«

Nach Definition gilt nun
Lw(go) < mO(QUQ:)‘



Aus den Lemmata 2.11, 2.16 und 2.19 sowie aus Gleichung (2.40) erhalten wir dann

|D(7° @7)(gor + 0(902)) D*(gow + 0(g57))|a La(g0) ™ <

) . 148
(e 4o+ C(T)8 ) - (KeT 40+ C(T) ) fir =€ D
ss s 1+ﬁ
_) (B T o 1 OM)8) - (T4 C(Tiro) e+ C(T)6)  fir x € D
>~ Ke—@SST —y1 a(gox) + Ky (K}O) ( ) ( ) + OE) fiir z € Dé
(easT ago,z 6'71[1 g(,x +0€>1+
\
((Ke~(@*=0)a )T 4 o 4+ C(T)§ fir x € D/
_ ) Ke ~@ =8 eIT o + C(T) 6 fir =€ D*
) Ke (@ =148 )T o=(m+(1+B) e’ ~(1+B) M) algo?) iy 1 € D!
[ k1 C(ko) C(T) f((x) en U+AT 4o,

gilt. Nach Voraussetzung ist a® > (1 + )a®. Deshalb existiert ein n < 1 mit

D(ﬁs (I)T)(gox + U(QU:E)) D7*(gox + 0(go)) LJC(QU)H_ﬁ <.

«Q

Aus Gleichung (2.42) folgt schliefflich
R.(D®%(0)) < M.+ n R,,.(Do).

Es sei nun R(Do) < R,. Dann miissen wir zeigen, daB auch R(D®¥(0)) < Ry ist. Fiir
Ry > (1 —n)~tM, ist dies aber erfiillt. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Damit ist Satz 1 fiir die Mannigfaltigkeit Wt bewiesen.

Um nun die Existenz der eigentlichen Zentrumsmannigfaltigkeit Wy = zu zeigen, kénnen
wir in endlich-dimensionalen Rdumen einfach die Zeit umkehren und die Graphentransfor-

mation wiederholen. Wir erhalten dann eine Flache Wf? . die diejenigen Punkte enthélt,

hom>

deren Vorwirtsiterierte alle in E? liegen. Der Durchschnitt Wy N Wps

[t rom ist dann die

gesuchte Mannigfaltigkeit Wy . In unendlich-dimensionalen Réumen haben wir im all-
gemeinen nur einen HalbfluB und eine Zeitumkehr verbietet sich. Es ist jedoch moglich,
das “Vektorfeld” auf die bereits konstruierte, endlich-dimensionale Mannigfaltigkeit W
einzuschrénken und dann auf Wi —den Riickwartsflufl zu bilden. Dies realisieren wir wie
folgt. Zunéchst konnen wir wegen Bemerkung 2.25 die Mannigfaltigkeit W% —als Graph
0, Uber der C*°-Mannigfaltigkeit D, in das C*-Biindel E’S schreiben. Anschlieend ziehen
wir den HalbfluBl eingeschrankt auf W7o =~ auf D, zuriick. Dazu zerlegen wir jede Losung

x(t) € Wit in die zwei Komponenten

hom
u(t) = 7(z(t)) € D,
e E

*(u(t))-



Aufgrund der Invarianz von Wge  folgt u(t) + o.(u(t)) = x(t). AuBerdem ist wu(t) eine
Losung der Differentialgleichung

(2.43) i = D (u + 6(u)) ( ~ Alu+ 6 (u) + flut a(u))) .

Umgekehrt 16se @(t) die Differentialgleichung (2.43) auf D.. Dann ist &(t) = a(t) + 6(a(t))
eine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung mit #(0) = a(0) 4+ o(u(0)) € Wi

hom*
Wenn wir ndmlich mit () die Losung auf W% mit z(0) = 2(0) bezeichnen, so ist 7 (z(t))
eine Losung von (2.43) mit gleichem Anfangswert wie Z(¢). Wegen der Eindeutigkeit der
Losungen von (2.43) stimmen die beiden Kurven {iberein. Dabei beachten wir, dafl nach

dem folgenden Lemma 2.31 das Vektorfeld auf D. Lipschitzstetig ist.

Durch die Differentialgleichung (2.43) wird daher der Fluff auf W% = vollsténdig charakte-

hom

risiert. Die Regularitét des Vektorfeldes ist dabei durch die Regularitéit von o, gegeben.

Lemma 2.31 Es sei f € CHP(X,X%) mit k,3 > 0. Dann ist das auf D. induzierte
Vektorfeld in C*P fiir jedes 3 < 3.

Beweis. Wieder beschrinken wir uns 0.B.d.A. auf den Fall £ = 1. Wir miissen zeigen, dafl

die Ableitung von
D (u+6(w) (= Alu+6(w) + f(u+ ()

Holderstetig ist. Direkt an diesem “Vektorfeld” ist das nicht leicht zu sehen. Deshalb be-
merken wir zunéchst, dal der Halbfluf§ eingeschréankt auf Graph &, invertierbar ist. Denn

dies ist natiirlich dquivalent zur Existenz des Rechtsinversen g5, und daher richtig. Daher

)

an der Stelle © = u + 6, (u) nachzuweisen. Denn durch Verkettung mit g5, erhdlt man das

ist es ausreichend, die Holderstetigkeit der Ableitung

D, ( DA (O(T, z)) %(I)(t, z)

Vektorfeld an der Stelle x. Wir zeigen zuerst

EC'B(XO‘,X)

t=T

(2.44) D,®(t, )

fiir jedes 3 < 3. Aus [23, Lemma 3.5.1] folgt fiir t > 0

d

(245) —

t
By(z) = —Ae 4 + e (B, 1) + / Ae~At=9) ( F(®,2) — f(D, x)) ds.
0

Wir behaupten nun, daf3

Dd,(z) = —Ae 4 e M Df(D, ) DD,(z)+
S A9 <D F(®,2) D®,(x) — Df(®, ) DD, () ) ds



gilt und D®7(-) : X* — L(X* X) € C? ist. Dazu betrachten wir die Abschitzung
@@+ 1)) = f(®iz) = Df (@) D(x) bt
Df(®, ) DO,(x) h+ f(@,2) = f(®,(x + b))

1
< /

Df(®,2) D&, (x) — Df(®;2) D¥y(x)| dr |hla

Df(®(x +7h)) DOy(x + T7h) — Df(Ps(x + Th)) D®s(x + Th) +

n—1
< - s nla T

Es gilt ndmlich mit F'(¢,h) := Df(®y(x + Th)) D®(z + Th)

|[F(t,h) — F(s,h) + F(s,0) — F(,0)] < C|t—s"
|F(t,h) — F(t,0) + F(s,0) — F(s,h)| < C|n|5,

denn f € CY%, &, € C'* und die Losungen sind C” fiir ein n > 0, vergleiche [23, Lemma
3.4.4]. Daher kénnen wir den zu dem Integral in (2.45) gehorenden Differenzenquotienten
abschéitzen und erhalten schlieSlich

Df(®sx) DPs(x) h+ f(Psz) — f(Ps(x + h))|ds

t 1
S / (t _ S)—l ea(t—s) /
0 0

Df(®s(x + 7h)) DOs(x + 7h) + D f(Psx) DPs(z) — D f(Py z) DPy(x)| dT |h|, ds

A e—A(t—s)

(@ + 1)) = [(@uz) = Df(®,2) Di()h+

Df(®i(x+ 7h)) DP(x + Th) —

t n—1
< /ca—gﬁlwﬁﬁwmﬁﬁn
0

< Ol
was die Behauptung (2.44) beweist. Wir konnen die Abbildungen D7%(x) : X* — X©
fiir festes x zu Abbildungen von X nach X erweitern. Denn nach Lemma 1.2(v) kénnen
wir die Projektionen der exponentiellen Dichotomien auf X fortsetzen. Weiterhin sind die
approximierenden Projektionen aus Bemerkung 2.3 auf X erweiterbar, wie leicht aus dem
Beweis folgt. Und nach Definition von 7¢(-) kann auch diese Abbildung schliefllich auf X
fortgesetzt werden. Daher ist die Abbildung D#(®4(z)) D7 (z) : X* — X wohldefiniert
und Hoélderstetig mit Exponent 3 < 3. Nun ist das Bild dieser Abbildung im Tangenti-
alraum T(I,T(Q:)ZA?6 enthalten fiir jedes x € D.. Aulerdem ist 156 C X mit der induzierten
Topologie eine zu D. ¢ X diffeomorphe Mannigfaltigkeit, denn die Identitét ist eine in-
jektive Immersion und D, ist kompakt. Wir kénnen also [3, Satz 5.7] anwenden. Deshalb
ist Da°(®p(x)) Dy (x) verkettet mit der Inversen der Identitiit tatsichlich Holderstetig
auf D, als Teilmenge von X®. O



Eine andere Moglichkeit besteht darin, fiir f : X¢ — X mehr Regularitit zu verlan-
gen. Zum Beispiel zeigt man mit Hilfe von [23, Lemma 3.5.1] fiir f € C?# leicht, daf
Ddp()) - X — X € C'¥ ist und deshalb besitzt natiirlich auch die Einschréinkung auf
D, diese Regularitét.

Um die Existenz von Wy, zu beweisen, konnen wir daher das auf D, eingeschriankte
Vektorfeld mit (—1) multiplizieren und die Differentialgleichung (2.43) in negativer Zei-
trichtung betrachten. Dann wenden wir Satz 1 auf diesen Flufl an. Man sieht leicht, daf3
die Voraussetzungen (H1) bis (H3) erfiillt sind. Dartiberhinaus gilt der Satz ebenso auf end-
lichdimensionalen, eingebetteten Mannigfaltigkeiten. Deshalb existiert ein lokal invarianter
Graph o¢ fiir (2.43). Der mit 05" verkettete Graph (id., + 05*) o (id. + o¢) reprisentiert
dann die lokal invariante Fliche W inX®.

Damit ist Satz 1 fiir nicht oszillierende homokline Orbits bewiesen.

Es bleibt zu zeigen, dal Satz 1 auch fiir oszillierende homokline Orbits, d.h. fiir komple-
xe Kigenwerte A, oder A_, gilt. Dazu mufl die obenstehende Beweismethode nur in den

Bereichen DF und D! modifiziert werden. In D/ kann man genauso wie oben vorgehen.

Bemerkung 2.32 Fiir die logarithmische Spirale gegeben durch die Losung y(t) = e~ At
von & = (A +iw)x mit x € R? fiir w, A\ >0 und t >0 gilt:
(i)  Esist

y(r)y=r- <3m(g0(r)), cos(gp(r))) =:re(r)

mit (r) = =% Inr. Ferner gilt |- y(r)] <1+ %.

(ii)  Die logarithmische Spirale ist skalierbar, d.h. die Kurve geht nach Multiplikation mit
a:=e 5 <1 in sich iiber.

(iii) Die Abbildung

L: [e1]x[-5%¢,5%¢ — R?

(r; ) — (rtu)e(r)

parametrisiert eine 5 -Umgebung des durch r € [e, 1] gegebenen Teils der Spirale im
R? gleichmdfig in 1 > € > 0. Es gilt [DL] < 2+ £.
(iv) Die Abbildung L ist auf ihrem Bild im L invertierbar und fiir v € im L gilt |D(L™Y)| <
C(A\,w) gleichmdfig in e.
(v)  Fir alle (r;,u;) € [e,1] x [-15%€, 5% €] mit i = 0,1 gilt
| L(ro,u0) — L(r1,u1)| = mo | (10, uo) — (71, u1)]

mit einer von € unabhdingigen Konstanten mg > 0.



Beweis. Die Behauptung (i) ist klar. Fiir den zweiten Teil betrachte r,, = a™ ro. Dann ist
o(rn) = 2mn + ¢(ry) und insbesondere e(r,) = e(ry). Deshalb folgt y(r,) = a™y(ry) fur
alle n und daher Teil (ii). Behauptung (iii) folgt leicht aus (ii), denn der Abstand zwischen
y(r) und y(ar) ist durch (1 —a)r gegeben. Fiir r = € ist daher der Abstand gleich (1 —a)e.
Andererseits ist |u| < 15% ¢ und deshalb ist L injektiv. Die gleiche Beschrinkung von u
zeigt die gleichméBige Schranke fiir |[DL|. Es bleibt (iv) zu zeigen. Dazu invertiert man DL
explizit (DL ist in L(R?)) und schétzt die Norm ab. Die Beschrinkung von u liefert dann

wieder das Ergebnis. Zuletzt zeigen wir (v). Es sei ry > ro. Zunéchst ist

L(ry,u1) — L(ro,uo) = (r1 + w1 — 1o — o) e(r1) + (10 + uo) (e(r1) — e(ro)).

Wir betrachten erst den Fall r; — ry > 1_7“ €. Wegen |ug — up| < 1_7“ e gilt dann 7 + u; —

ro — up > 0 und wir folgern
|L(r1,u1) — L(ro, ug)| = |(r1 +u1) e(r1) — (ro — ug) e(ro)| > |11 — rol.
Wegen |r; — ro| > |u; — wg| folgt dann

|L(r1,u1) — L(ro, ug)| > = (|r1 — 70| 4 |ur — uol).

N —

Zuletzt untersuchen wir den Fall r{ —ry < 1;2‘1 €. Dann gilt fiir die Winkeldifferenz
o(r1) = ¢(ro)] < Corg ! [r1 = o).
Daher kénnen wir die Liange des durch r € [rg, 1| gegebenen Teils der Spirale durch
Co|m —7“0|7"0_1r0 =Colry —ro| < Che

abschétzen. Der Durchmesser des Bereichs, in dem wir abschétzen, ist proportional zu €

fiir alle o und 7. Deshalb kénnen wir dort (iv) anwenden und die Behauptung folgt. [

Wir wollen Bemerkung 2.32 auf den in den Eigenraum projizierten homoklinen Orbit ¢(t)
anwenden. Zunéchst folgt aus Bemerkung 1.6, daff wir den homoklinen Orbit in der Form
§(r) = re(r) + h(r) parametrisieren kénnen. Hier gilt fiir die Stérung A(r) = O(r'*#) und
D,h(r) = O(r?) bis in r = 0. Wir definieren

L: [erg] x [—15%¢, 5% — R?

(r,u) — (r+u)e(r) +uh(r).
Bemerkung 2.33 Fiir rg grof$ genug und € hinreichend klein besitzt L selbst die folgenden
Eigenschaften. L ist injektiv und daher invertierbar auf im L mit |DL|, |D(L~)| < Cy mit
einer von € unabhingigen Konstanten. Auferdem parametrisiert L eine T -Umgebung des
homoklinen Astes {q(t) / To <t < T(e)}.



Beweis. Die Behauptungen folgen aus Bemerkung 2.32 und den Eigenschaften von h. [

Wir kénnen daher wieder nichtlineare Projektionen m und 7#¢* in der Néhe des stationéren
Punktes definieren, wobei die Ableitungen dieser Abbildungen gleichméflig beschréinkt in e
sind. Ferner konnen wir die Differentialgleichung wie in (2.11) modifizieren, um das Uber-
flieBen im Bereich D zu garantieren. Wir sehen dann, daf sich Lemma 2.15 auf den
komplexen Fall ibertragen lafit, denn D7 ist wieder bis auf kleine Terme die (in E§*
orthogonale) Projektion auf den Tangentialvektor des homoklinen Orbits. Weiterhin sind

alle beteiligten Konstanten wieder apriori bekannt, vergleiche Bemerkung 2.32.

Die Einzelheiten fithren wir hier nicht weiter aus. Satz 1 ist damit (bis auf diese Details)

auch fiir komplexe Eigenwerte bewiesen. U
Wir beweisen zuletzt noch Satz 2.

Beweis. (Satz 2)
Wir betrachten statt (2.4) die folgende Gleichung

(2.46) {95 = —Avtfp)
po= 0.

Falls A1 # 0 sind, kénnen wir einfach Satz 1 anwenden und erhalten Satz 2. Tatséchlich
ist der Beweis von Satz 1 selbst im Fall von A, oder A_ gleich 0 noch korrekt. Denn da die
zweite Gleichung in (2.46) von der ersten entkoppelt, ist das UberflieBen auch fiir p # o
gesichert, da wir nur die erste Gleichung (2.46a) modifizieren. Fiir |u — po| klein genug
erhalten wir wieder eine hyperbolische Struktur und die Graphentransformation kann wie

oben durchgefiihrt werden. Damit ist Satz 2 bewiesen. U

2.4 Diskussion

Das hier dargestellte Ergebnis iiber die Existenz von Zentrumsmannigfaltigkeiten entlang
homokliner Orbits ist nicht das erste Resultat in dieser Richtung. Von Brunovsky [1] und
Homburg [25] wurden dhnliche Sétze bewiesen. Sie unterscheiden sich dadurch von dem
hier bewiesenen Resultat, dafl dort nur der Fall einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit
behandelt wurde. Dariiberhinaus wurde das Gleichgewicht als hyperbolisch vorausgesetzt.
In [25] wurde auBBerdem angenommen, dafl die beiden fiithrenden reellen Eigenwerte Ay der
Linearisierung im stationdren Punkt die Ungleichung |Ay| # A_ erfiillen. Beide Autoren

beschrénken sich auf endlich-dimensionale Systeme.



Die Annahme (H3) in Satz 1 sieht sehr kiinstlich aus. Tatsdchlich brauchten wir diese
Voraussetzung, um in der Nihe des stationiiren Punktes die C*-Norm des abgeschnittenen
Vektorfelds iiber eine Skalierung kontrollieren zu koénnen. Denn insbesondere konnten wir
die Abschneidefunktionen x¢ und x¢* ja durch xi(z) := x*(£) fiir i = s, cu definieren.

Das entscheidende Hilfsmittel, dafl zu dieser Skalierbarkeit fiihrte, war eine eindimensiona-
le Version von Lemma 1.5. Mit dem allgemeinen Resultat 1.5 sollte die Skalierbarkeit des
Abschneidemechanismus auch fiir hoherdimensionale Eigenrdume zu erreichen sein.

Falls dagegen der homokline Orbit gegen einen hoherdimensionalen, echten Zentrumsei-
genraum des Gleichgewichts konvergiert, bricht das obenstehende Argument zusammen.
Fiir Nichtlinearititen in C?” existiert aber ein Koordinatenwechsel, so da8 der echte Zen-
trumseigenraum lokal invariant ist und einen Ast des homoklinen Orbits enthélt. Der ent-
stehende Halbfluf} ist immer noch C'*. Tatsiichlich kann mit den gleichen Methoden wie
im Beweis von Satz 1 zeigen, dafl unter den hier betrachteten Annahmen stets eine loka-
le Zentrumsmannigfaltigkeit existiert, die einen Punkt des homoklinen Orbits enthélt. In

dieser Situation kommt man dann vielleicht ohne die Skalierbarkeit aus.

In Abschnitt 2.2 haben wir unsere Ergebnisse iiber die Existenz von Zentrumsmannigfaltig-
keiten nur fiir homokline Orbits formuliert. Aber man sieht leicht, dafl sich Satz 1 auch fiir
heterokline Zyklen beweisen 1d3t. Dazu miissen nur die Voraussetzungen an die exponen-
tiellen Dichotomien, insbesondere Annahme (H2), entsprechend gedndert werden. Ebenso
148t sich der Satz leicht in einem dquivarianten oder reversiblen Kontext formulieren und
beweisen, denn unter den entsprechenden Voraussetzungen konnen die Abschneidefunktio-

nen dquivariant gewéhlt werden. Dies wird an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt.



3. Der analytische Zugang: Lins Methode

3.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt werden wir die von Lin [29] entwickelte Methode so modifizieren,
daf sie auch auf Zwei-Parameter Probleme angewendet werden kann. Mit Hilfe dieses Zu-
gangs konnen verzweigende periodische und homokline Losungen gleichermafien behandelt
werden. Dies ist ein Vorteil gegeniiber anderen bekannten Methoden. Anwendungen auf

Verzweigungen mit Kodimension eins finden sich in [29] und [11].

Wir wollen im folgenden den Zugang kurz skizzieren. Betrachte die gewthnliche Differen-
tialgleichung
(3.1) i+ Arv = f(z,p),  (z,p) €ER" xR

mit einem zunéchst eindimensionalen Parameter p. Wir nehmen an, daf§ (3.1) fiir © = po
einen homoklinen Orbit ¢(-) an das hyperbolische Gleichgewicht py besitzt. Im folgenden
werden uns nur diejenigen Losungen von (3.1) interessieren, die zumindest fiir kompakte
Zeitintervalle in der Nahe des Orbits y(qo) bleiben. Wir wihlen einen zu 7(qo) transversalen
Schnitt > bei gy und wollen nun periodische Orbits finden, die sich beziiglich einer kleinen
tubularen Umgebung von 7(qo) einmal um den Orbit v(gy) herumwinden. Dann kann man
folgendes zeigen, vergleiche [29].

Zu jedem w > €2 grof genug und p nahe bei py existiert eine eindeutige Losung (. ) (+)

von (3.1) auf dem Intervall [—w, w] mit den folgenden Eigenschaften :

® Ly (—w), Tup(w) €X

® 2,,)(0) ist nahe bei pg

¢ a1 sl <7

Dabei ist Z der von den beschréankten Losungen der adjungierten Variationsgleichung von
q(t) aufgespannte Vektorraum, beziehungsweise dessen Projektion auf ¥. Im allgemeinen
wird nun dim Z = 1 sein. Dann haben wir das Problem auf eine einzige Gleichung in den
Variablen (w, i) reduziert, wobei w die halbe Riickkehrzeit ist. Jeder Losung (w, i, ) dieser
eindimensionalen reduzierten Gleichung entspricht ein periodischer Orbit fiir 1 = p, mit
Periode 2w,. Ein dhnliches Resultat gilt auch fiir Orbits, die sich N-mal um 7(gy) herum-

winden.

Die Beweisidee besteht darin, eine Losung x(+) von (3.1) durch die nichtlineare Variations-
gleichung entlang ¢(t) darzustellen. Wir definieren also z(t) = ¢(t) + v(¢). Dann besteht
v(t) aus den Teilstiicken v(t), definiert fiir £ > 0, und 0(t), definiert fiir ¢ < 0, vergleiche
Abbildung 11.
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Abbildung 11: Lins Methode

Jede dieser Kurven 16st die Differentialgleichung

(32) v —Av=Df(q(t)) v+ g(t,v,p),

wobei g(t,v) = f(q(t) + v, ) — f(q(t), o) — Df(q(t), o) v klein ist. Wir konnen daher
zunédchst beliebige Losungen v(t) und o(¢) von (3.2) fir ¢ € [0,w] beziehungsweise t €
[—w, 0] betrachten. Diese Losungen miissen dann gewissen Bedingungen geniigen. Zum
einen muf} die Randbedingung v(0) = v(0) gelten. Aulerdem mufl die Sprungbedingung
0(—w) —v(w) € Z erfiillt sein. Auf diese Art und Weise erhalten wir schliefllich ein System
von Integralgleichungen und zusétzlichen Randbedingungen, welches eindeutige Losungen

(v,0) besitzt. Die Trajektorie x(, ,(t) erhalten wir nun, indem wir diese Teilstiicke durch

l’(w’u) (w — t) = q(t) -+ U(t)

fir ¢t € [0,w] und analog fiir ¢ < 0 zusammen setzen.

Die Verzweigungsgleichungen sind durch die Spriinge 0(—w) —v(w) in Z-Richtung gegeben.
Sie setzen sich aus zwei Groflen zusammen. Der eine Beitrag ist durch das Auseinanderbre-
chen der homoklinen Verbindung gegeben. Generisch wird der Abstand der Schnittflichen
von stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit in py mit ¥ ungleich 0 werden, sobald u # pg
ist. Der andere Beitrag zu den Verzweigungsgleichungen stammt von w. Denn fiir w < oo
werden zusatzliche Beitrdge in den reduzierten Gleichungen zu erwarten sein. Tatséchlich
sollten sich diese beiden Beitrdge auf verschiedene Art in den reduzierten Gleichungen
niederschlagen. Der erste Beitrag sollte im wesentlichen nur von p abhéngen, der zwei-
te dagegen nur von w. In den Verzweigungsgleichungen, wie sie von Lin [29] angegeben
wurden, ist diese Zerlegung nicht sichtbar. Dadurch bedingt wird das Losen dieser Glei-
chungen unmoglich, sobald wir Orbits betrachten, die > mehrfach treffen. Auflerdem ent-

stehen zusétzliche Schwierigkeiten bei Problemen mit zweidimensionalen Parametern, da



Abbildung 12: Die Losungen ¢(-) 4+ u(y, -) und q(-) + a(p, -)

die fithrenden Terme nicht mehr bestimmt werden konnen.

Der Ausweg besteht in einer anderen Koordinatenwahl. Zuerst wenden wir Lins Methode
auf Gleichung (3.1) mit w = oo an. Wir erhalten Losungen ¢(t) + u(u,t) fiir t > 0 be-
ziehungsweise ¢(t) + u(u,t) fir ¢ < 0, die in den invarianten Mannigfaltigkeiten von py
liegen:

q(0) +u(p,0) € W*(u,po)  und  q(0) +a(p,0) € W*(u, po).

AuBerdem ist die Differenz a(u,0) — u(p,0) € Z wieder in Z, vergleiche Abbildung 12.
Statt nun die Losungen x(t) von (3.1) wie oben in Gleichung (3.2) als Stérungen von ¢(t)

zu behandeln, definieren wir neue, parameterabhéngige Koordinaten relativ zu q(-)+u(pu, +)
und ¢(-) + @(p, -) durch

oty = | 90 Fulpt) vo(t) - fir £>0
q(t) +a(p,t) +0(t)  fiir ¢ <0.

Wir werden sehen, dafl wir die grundlegende Theorie in [29] trotz dieser zusétzlichen Para-
meterabhingigkeiten verwenden koénnen. Entscheidend ist nun, daf§ durch diese Koordina-
tenwahl die oben beschriebenen Beitrédge zu den reduzierten Gleichungen getrennt werden.

Denn der Sprung der Lésung (., (-) in Z setzt sich nun aus zwei Beitragen zusammen.

1(0) = q(0) = u(p, 0) = V(w0 (0)

) —
(17( w(0) — v(w,m(O)) :

Die erste Differenz ist unabhéngig von w und beschreibt den Abstand der stabilen und in-

Ty (W) = T (W) = q(0) + a(p,0) + D, p)
= ((1,0) = u(,0)) +

stabilen Mannigfaltigkeiten von p. Dagegen ist der Beitrag der zweiten Differenz vy, ,)(0) —



V(w,)(0) zu den reduzierten Gleichungen nicht so einfach zu handhaben. Wir werden dazu
die fithrenden Terme in dieser Differenz identifizieren und Abschétzungen des Restterms
und seiner Ableitungen bereit stellen. Dies setzt die Wahl geeigneter Koordinaten und die

Benutzung gewichteter Normen voraus.

3.2 Vorbereitungen
Betrachte die Differentialgleichung
(3.3) T+ Az = f(x,p) (x, 1) € R" x M.

Hier sei M sei eine offene Umgebung von pig im R? (oder in einem Banachraum). Ferner sei
f € CF4(R" x M,R") mit k > 2. Wir werden stets die folgende Annahmen voraussetzen.

(H1) Fiir p € M besitze (3.3) N hyperbolische Gleichgewichte p;, die 0.B.d.A. nicht
von p abhingen. Ferner existieren fiir u = po heterokline Orbits ¢;(t), die diese

Gleichgewichte zyklisch verbinden

hn’lt—>—oo qi (t) = P 7 mod N
lim; o0 ¢i(t) = piga

Wir werden in diesem Kapitel die folgende Konvention benutzen. Die mit ~ versehenen
Operatoren oder Losungen sind fiir ¢ < 0, die ohne ~ dagegen fiir ¢ > 0 definiert. In diesem
Abschnitt 3.2 wird der Index ¢ stets die Menge {1,..., N} modulo N durchlaufen.

Definition. Wir bezeichnen mit A; := A — Df(p;, po) und A;(t) := A — D f(q(t), po)
die Linearisierungen in den Gleichgewichten p;, beziehungsweise entlang der heteroklinen
Losungen fiir g = pp. Das Spektrum der Linearisierungen A; besitzt wegen (H1) eine

Spektralzerlegung o(—A4;) = o U ¢ mit

of = {A€o(—4;)/Rel < —af}

)

o = {A€oa(—4;)/Re)>al}

7

fiir geeignete o, af > 0. Die Spektralprojektionen werden mit P’ und P bezeichnet. Es

sei ay; := min(af, o).

Aus Lemma 1.1 folgt dann, daf} die Variationsgleichungen



exponentielle Dichotomien P¥(t) und P?_((t) fiir t <0 beziehungsweise ¢t > 0 besitzen. Die

zugehorigen Halbgruppen T;(¢, s) erfiillen dann fiir ein kleines v > 0 die Ungleichungen

ITi(t, s) Py (s)] < Ke(@int2mi=s) 0<s<t

(3.4) I Ti(s, )P ()] < Kem (a2l 0<s<t
Ti(s, ) Pr(t)] < Ke (@it2(=9) s<t<0

[ Ti(t, s)Pp(s)| < Kem(@i+2nit=s) s <t<0.

Dabei sei P¥(t) := 1 — P5(t) und ebenso P#(t) := 1 — P*(t). Die niichste Annahme betrifft

die Projektionen.
(H2) Es sei RP*(0) NRP?,,(0) = span ¢(0).

Diese Annahme iiber den Schnitt der stabilen und instabilen Raume bei ¢ = 0 ist generisch.

Wir betrachten nun die zu T;(¢, s) adjungierten Halbgruppen 77 (s, t), definiert durch

(3.5) (0, Ti(t, s)v) = (T3 (s, )b, v)

Dabei sei (-, ) ein Skalarprodukt im R™. Die adjungierten Halbgruppen lésen in der Varia-
blen s die Gleichungen

= A(s)
und besitzen exponentielle Dichotomien, die durch die adjungierten Projektionen Pu(t)*

)

und P?,(t)* gegeben sind. Insbesondere gilt

Tt 5) P (5)'
(36) { T (s, P2 1)

< Ke (@i +27)(t—s) 0<s<t
< K e (ai+27)(t—s) s<t<0.
Dies folgt leicht aus (3.4) und (3.5).

Definition. Wir definieren
i == RE;(0)" NRPY,(0)"

und bezeichnen mit W,;(t) = T;(t,0)|z die auf Z; eingeschrénkte adjungierte Halbgruppe.

Dann gilt

Ke~ (@20t t>0

Der Raum Z; besteht also aus denjenigen Anfangswerten, fiir die die zugehorigen Losungen
der adjungierten Gleichung beschrénkt in ¢ € R sind.

Definition. Weiterhin withlen wir jetzt Komplemente Y;* und Y;* von span ¢;(0) in RP*(0)
beziehungsweise in RPf,;(0). Wir definieren Y; := Y;* @ Y;*. Dann gilt wegen (H2)

Y; := span ;(0) ® Y; = RP*(0) + RP;,,(0).



Ferner ist Z; = AnnY; der Annihilator von 371-, d.h
(,9)=0 VpeZ « jev,

Wir wihlen nun linear unabhéngige Vektoren 1;; € Z; fiir j = 1,...,dim Z,. Ferner sei

Y =q(0) + (Z; @ Y;) eine zu 7(g;) transversale Hyperebene.

Wir fithren nun die spéter bendtigten gewichteten Normen ein. Dazu definieren wir fiir
n=0

Vo o= {v € C%([0,00),R") / sup,»q " [o(t)] =t ||v]l, < oo}

Vy = {v € C%(—00, 0, R") / supcq e [u(t)] = [|v]], < oo}
Nach diesen Vorbereitungen beginnen wir damit, die Existenz spezieller Losungen in der
stabilen beziehungsweise instabilen Mannigfaltigkeit zu zeigen. Wir betrachten Losungen
x(t) von (3.3) in der Nihe eines der heteroklinen Orbits ¢;(¢) und machen daher den
Storungsansatz

z(t) = qi(t) + u(t).

Dann 16st z(t) die Gleichung (3.3) dann und nur dann, wenn u(t) die Differentialgleichung
(3.8) U+ Ai(t)u = g;(t,u, 1), ug € R”

16st mit
gi(t,u, 1) = f(qi(t) +u, 1) — f(qi(t),0) — Df(q(t),0)u.

Wir werden zunéchst einige Eigenschaften des durch g; auf Vas,, beziehungsweise Vay

definierten Nemitskii-Operators zeigen.

Lemma 3.1 Es sei g(t,v, i) := f(q(t)+v, ) — f(q(t),0) =D f(q(t),0) v mit q(-) € V,, und
f € CTYR™ x M,R™) fir 1l >1 mit f(0,u) = Df(0,0) =0. Dann ist G: V, x M — V, €
C', wobei G(v, p)(t) := g(t,v, u) sei.

Beweis. Wir werden im folgenden alle Konstanten, die apriori durch f gegeben sind,
gleich eins setzen. Auflerdem bezeichne || - || im weiteren die Norm || - ||, auf V,,. Zunéchst
ist [g(t, v, )| < Jv(@®)]* + | ul(lgt)| + [v()]). Deshalb bildet G den Raum V, in sich ab. Wir

zeigen nun die Differenzierbarkeit von G.

IG (v + 8, 1) = G(v, ) = DG (v, )|l |87

< supe Jo(t,v(0) +2(0) 1)~ 96, 0(0), ) — Daglt v(0), )20 1]
< sup sup |Dyg(t,v(t) + so(t), u) — Dvg(t,v(t),u)‘ —0
t>0 s€[0,1]

fiir ||o]] — 0. Damit ist G stetig nach v differenzierbar mit

(3.9) DG = [1Dog (-, 0(-), )| < ClJvll + |])-



Anschlieflend zeigen wir die Differenzierbarkeit beziiglich p.

|G (0. 1+ i) = G, 1) — Dy, )i |7l
< swe 77 |g(t o), 1 1) = glt,v(8), 1) — Dug(t,v(t), 1) i

t>0

< supe” sup |D,g(t,v(t),u+ sit) — Dug(t, v(t), u)’
t>0 s€0,1]

< supe™ sup [Duf(a(t) + (0). s +57) = Duf (a(®) +0(0): 1)

< sup oy [ D:Dur (at6) + wte)m+ 57) = 2Dt (att) + wle)ro) | dr +
Sup 21;)1)1]6" Dy f(q(t) +v(t), p+ sjt) — uf(Q<t)+U<t)vﬂ>‘

— 0

fir i — 0. Dabei entsteht der erste Term aufgrund der Ungleichung |D,, f(z, u)| < C'|z|
fiir kleine |z|. Die Konvergenz gegen Null folgt nun aus der Stetigkeit von D, D, f. Die
Existenz der hoheren Ableitungen zeigt man analog. Wir verlieren hier eine Differenzier-

barkeitsordnung bei den Ableitungen nach p. O

Wir wollen nun die in der Einleitung erwdhnten Losungen ¢;(t) + u;(u,t) konstruieren.
Dazu betrachten wir zunichst ein linearisiertes Problem. Mit einem Fixpunktargument

wird dann das volle nichtlineare Problem geltst.

Lemma 3.2 Zu gegebenen (g,g) € Vas, 4y X ‘A/a?ﬂ existieren eindeutig bestimmite Losun-
gen (u,4) = Li(g,9) € Vag, v X \A/a;_uw der Differentialgleichungen

Lu+A(thu = g(t)  fir t>0
Lo+ A(ya = g(t)  fir t <0,
die die Sprungbedingung

u(0), w(0) € Z;aY;
(5) {Q(O)—U(O) € Z

erfiillen. Dabei ist L} linear in (g, §). Der Sprung in v; j-Richtung ist gegeben durch

£.5(9.9) = (1. 3(0) — u(0)) = / (Goy(5), 3(s)) ds + / (es(s), 9(5)) ds.

—00

Beweis. Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung mit (u, ) in den normierten

Réumen ist gegeben durch

a(t) = Tt 000" + [y Ti(t, s) P(s) §(s)ds+

I Tts)ﬁ%y( )ds fiir ¢+ <0
u(t) = Tit,0)0° + [ Ti(t,s) Py(s) g(s)ds+

fmT,L (t,s) P (s )g(s)ds fir ¢t > 0.

(3.10)



Dabei sind b* € RP*(0) und b* € RP? ,(0) beliebig wéhlbar, vergleiche Lemma 1.1. Dann
ist insbesondere

0
w(0) = b+ / T,(0, 5) P2(s) §(s)ds =: b* + J*

—00

u(0) = b+ /07}(0, s) Pii1(s) g(s)ds =: b° 4+ J*.

Wir zerlegen

= q0)+y°, b =("¢(0)+y
mit ¢*, ¢* € R, y* € Y und y* € Y;*. Die Sprungbedingung (S) ist dann dquivalent zu der
Gleichung

(* = —P(spanq(0),Z; & Y;) J*

¢ = —P(spanq(0),Z; dY;) J“

y' —y* = P(Y;spanq(0) ® Z;) (J* = J"),

wobei P(X,Y) die Projektion auf X mit Kern Y bezeichne. Diese Gleichungen sind nun
eindeutig 16sbar mit (b*,0*) = B} (J*, J*). Dabei ist B} linear und stetig in (J“, J*). Die
Integrale wiederum sind linear in (g, §). Wir zeigen noch die Stetigkeit von (J*, J®) in

(9.9)-
PAIESPA

< ‘/ 20, 5) Py (s) ds‘+‘/ 20, 5) P5(s) §(s) ds

S / Ke z+1+2’y 7,+1+'Y Hg”o&+1+’7 ds +

/ Keloi+20s glat+ns |5
—00

< KC(|lg

a4y ds

aj g+ a?+’y)'

Wir definieren nun (u, @) durch Gleichung (3.10), wobei wir dort B} (J*, J%) fiir das Paar
(b%,b") einsetzen. Wir zeigen noch, dafl (u,a) = L} (g, §) stetig in (g, g) ist.

O < TG0 O+ [ 65 P 966)] ds +
[ imes) Bl ats)las
< Kelar+a !b“!a+/t Kem im0 elof s 6] ds +
0
/ | Ken (e ot | g ds

t
< (KQCe(ag-i_Qv)t —+ / Ke—’Y(S—t)e(Oél-‘-f—’y)t d8+
0

t
/ Ke—(@i+2nt (af+ai+37)s ds) (Hg”oéls“.w + ||§||a;.i+7>



< et (|g]l

e )

lu(®)] < [Ti(t,0) P bs!+/ ITi(t,8) B ()l g(s)] ds +

’L+1+’Y

t
[ 1T s) P gl ds
t
Ke—(af+1+2w)t|bS| +/ Ke~(@i+27)(t=s) o—(af  +7)s gl ds +
0
t
/ K@ttt (=029 | g ds

< (KQC’e (g1 +27)t / Ke 7t=3) g=(@f 1+t go

/ Ke z+1+2’Y ( z+1+041+1+37) S) <||g||o¢f+l+'y + ||g||o¢;‘+'y>

)

Wir miissen noch die Behauptung iiber den Sprung zeigen. Dazu beachten wir, dal nach
der Wahl von (b%,0") die Differenz 4(0) — u(0) € Z; ist. Daher ist

(i 2(0) = u(0)) = <wu,f 13(0,5) P3(s) g(s) ds + [ T3(0,5) Py (s) g(s) ds )
= [ (Wii(9),9(s)) ds + [ (Wi 5(5), g(s)) ds

der Sprung in v, ;-Richtung, denn nach Definition spannen die Vektoren 1); ; den Unter-
raum Ann <R151“(O) + RPfﬂH(O)> auf. Damit ist das Lemma bewiesen. O

< Ce —(af+)t <H9

7,+1+’7

Wir wenden uns nun dem nichtlinearen Problem zu.

Lemma 3.3 FEs existieren eindeutig bestimmte Losungen u;(p) @ M — Vas, 4y € Ck+3,
beziehungsweise u;(p) : M — ‘A/a;uw € C*+3 won Gleichung (5.8) mit den Eigenschaften

u;(0), 4;(0) € Z,dY,
*(n) = 0;(0) —w;(0) € Z.

(2

(S) Sprungbedingung {
Die Komponenten des Sprungs £° € C*3 sind durch

500 = [ W09t aln). e+ [ 00,90 G0, )

0

gegeben. Ferner ist (1) = 0 und die Ableitung bei = o ist das Melnikovintegral
d o
() = [ {0, Dufl@(0). )

Beweis. Wir miissen das Fixpunktproblem

(3.11) (u,@) = LH(Gi(u, 1), Gi(i, 1))



in Vog, |44 X Vayﬂ losen. Aus Lemma 3.1 folgt zunéchst, daf die rechte Seite von (3.11) eine
Ck+3-Abbildung von Vag, 4y X f/agﬂ in sich definiert. Aulerdem ist p = po und (u,a) = 0
eine Losung von (3.11). Die Ableitung der rechten Seite von (3.11) nach (u,u) ist gegeben
durch L! o (DG;(u, jt), DGy(ti, 11)), wobei die Norm wegen (3.9) durch

1L} © (DGy(u, 1), DG, )| < C(lu = pol + ul| + [|a])

abgeschitzt werden kann fiir 4 € M und ||u|, ||a|| klein. Nach [, Thm. 2.2.3] existiert dann
ein eindeutiger Fixpunkt (u;(p), @; (1)) € C*3 von Gleichung (3.11). Die Aussage iiber die
Ableitung des Sprungs bei 1 = pg folgt aus der Integraldarstellung von §; ; in Lemma 3.2. [

Bemerkung 3.4 Tutsdchlich sind u;(p) und i;(p) in C*** in Funktionenrdumen mit nicht

gewichteten Normen, vergleiche [/ 1, Lemma 10)].

Die in Lemma 3.3 gefundenen Losungen erfiillen natiirlich ¢;(t) + u;(t) € W*(u, pir1) fur
t >0 und ¢(t) + a;(t) € W*(u, p;) fiir t < 0. Im weiteren werden wir diese Losungen als
“Koordinatensystem” zugrunde legen. Wir zerlegen Losungen von & + Az = f(z, ), die

nahe bei ¢;(t) verlaufen, in

(3.12) { z(t) = qi(t) + ifi(u,t) + Zji(t) f{lrt >0
x(t) = qi(t) + 4 (p, t) + 05(t) fiir t < 0.

Dann erfiillen die Funktionen v;(t) und 2;(¢) die Differentialgleichung
(3.13) 0+ Ai(p, t)v = gi(t, v, 1)

mit
Ay, t) = A—D,f(q(t) +wi(p,t),p) furt>0
VE A= Dafalt) + il ) firt <0

und

Fl@(t) +u(t) +v, 1) — flqi(t) +ui(t), p) — A(p, t)v  fiir t >0

gi(t, v, p) == { Fa(@) + w(t) + v, 1) — f(@(t) +0;(t), p) — A(u, t)v fiir t < 0.

Dabei sind A;(p) und g(¢,v, 1) nur noch (k + 3)-mal differenzierbar in p.
Bemerkung 3.5 Esist A— A;(p) : M — C°(R*, L(R™)) € C**3 beziiglich .

Beweis. Dies folgt aus u;(n) € C*3 und u;(u,t) — 0 fiir ¢ — oo, der entsprechenden

Eigenschaft von ;(u) sowie aus f € C*4, O

Aus Lemma 1.1 folgt daher, dafl die Halbgruppen T;(pu, t, s) der parameterabhéngigen Glei-
chungen
0+ Ai(p, t)v =0



’“U>

exponentielle Dichotomien P}(u,t) fir ¢ <0 und P2 (u,t) fiir £ > 0 besitzen mit

D3 (Ti(p,t, 8) Pioy (1, )| < Kem(@iatn=s) 0<s<t
(3.14) D3, (Ti, 5,t) P (uet)| < Ken@iat=) 0 <s <t
| D3 (Ti(pa, 5, 8) P t))| < Kemeitm=s) s<t<0
DI (Ti(p,t,8) P, s))| < Ke (@itni=s) s<t<0

fiir 0 < j < k+ 3. Wir definieren ferner W;(u,t) durch W;(u,t) == 17 (1, 1,0)[ 4, Dabei
ist wieder Z;(u) = RP?(1,0)* N RP, (11,0)* und es folgt

Ke it t>0
\Iji 7t S s B
Wi, 1) {K i

Die gleichen Abschéatzungen gelten auch fiir die Ableitungen nach .

3.3 Die Reduktion

In diesem Abschnitt 3.3 durchlaufen die Indizes ¢ und j die Menge Z der ganzen Zahlen.

3.3.1 Die Verzweigungsgleichungen

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, daf die lokalen stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten
Wi (1, pi) und WE (p,p;) fiir p € M in den entsprechenden Eigenrdumen Ef und EY
enthalten sind. Dann ist die Nichtlinearitdt f € C*2(R" x M,R") nur noch (k + 2)-mal

differenzierbar und es gilt weiterhin

(3.15) Piya(nst) Py, firt>Q

Pty = P*  firt < -0

fir © > 0 hinreichend groff. Weiterhin wahlen wir in der N#he von ¢;(0) Koordinaten,
so daf8 die stabile Mannigfaltigkeit W*(u,p;11) lokal in RP?, ;(11,0) enthalten ist in einer
Umgebung von ¢;(0) + u;(,0). Die entsprechende Aussage soll auflerdem simultan fiir
die instabile Mannigfaltigkeit W*(u, p;) in der Nahe von ¢;(0) + @;(,0) gelten. Das dies

moglich ist, zeigt das néchste Lemma.

Lemma 3.6 FEs existieren Koordinaten lokal um q;(0) herum, so daf$ folgendes gilt:

RPz‘sle(MaO) = R’P’LS—I—I(IU’O7O)’ We(p,piy1) C RP+1(M070)

Bei dieser Koordinatentransformation bleiben q;(0)4u; (1, 0) und ¢;(0)+a; (1, 0) unverdndert,
insbesondere ist die Differenz t;(p,0) — u;(1, 0) weiterhin in Z;. Auflerdem hdngen nach
einer geeigneten Wahl der exponentiellen Dichotomien die Projektionen P (u,0)* und
P#(p1,0)* nicht von p ab.



Beweis. Entscheidend ist hier, daf8 aufgrund von (H2) die Gleichung RP?, (p0,0) N
RP*(110,0) = span¢q;(0) gilt. Zunichst begradigen wir das Vektorfeld gleichmiBig in s
lokal um ¢;(0), siehe [I, 2.1.1, Satz 1]. Dabei bleibt die Hyperebene ¥; unverdndert. Wir
miissen nun die gewiinschten Transformationen nur noch in ¥; suchen, denn eine lineare
Fortsetzung liefert dann wegen der Begradigung des Vektorfeldes die Transformation in

einer ganzen Umgebung des Schnitts. In ¥; gilt
RP? 1 (10,0) N RP"(110,0) N E; = {0}

und wir haben nach Definition eine Zerlegung von ¥; in RP,, (p0,0) © RP*(110,0) @ Z;
(in diesem Lemma werden wir ab jetzt den Schnitt mit ¥; weglassen). Deshalb ist die

Abbildung
Ji(p) iz — (v, 0% 2)
r = q(0) 4+ ui(p,0) + v* + 0% + 2

mit (v%,v%, 2) € RP?,, (10, 0) ® RP*(pt,0) @ Z; ein Isomorphismus von ¥; auf eine Umge-
bung der Null im R™! fiir alle g mit | — pol| klein.

Dann kénnen wir W(u,p;y1) als Graph einer C*T3-Abbildung hi(v®, u) iiber ¢;(0) +
u;(p,0) + RP? (1o, 0) schreiben mit A$(0, 1) = D,hi(0, o) = 0; ebenso ist W*(u,p;)
der Graph von hY iiber ¢;(0) + @;(u, 0) + RP{ (0, 0). Wir betrachten nun die Abbildung

Hi:v° + 0" 4 2= 0° + 0 4+ 2+ h3(v°, p) + B (v", )

und behaupten, dafl H; := J[l o ]:Ii o J; die gewiinschte Transformation ist. Denn zunéchst
ist H; fiir alle g mit | — po| klein ein Diffeomorphismus. Ferner wird ¢(0) + u;(i, 0) + 2
auf sich abgebildet fiir alle z € Z;. Insbesondere bleiben ¢(0) + u;(x, 0) und ¢(0) + @; (1, 0)
unveréndert. Wir sehen leicht, da§ ¢(0) + u;(, 0) + v® in die stabile Mannigfaltigkeit und
q(0) + u;(p, 0) + v* = ¢(0) + u; (11, 0) + v* + 2z mit z = 4; (1, 0) — w;(,0) in die instabile
Mannigfaltigkeit abgebildet werden.

Wir betrachten jetzt unsere Differentialgleichung in den neuen Koordinaten und wenden
erneut Lemma 1.1 auf die Linearisierungen entlang q(t) +wu(u, t) fir ¢ > 0 und q(t) +a(p, t)
fir t < 0 an. Wir erhalten wieder exponentielle Dichotomien mit den FKEigenschaften
(3.14) (allerdings nur in C**?), die wieder mit P7; und P* bezeichnet werden. Dann
ist aber RP?(1t,0) = RP? (jt0,0) und nach der Konstruktion in Lemma 1.1 gilt auch
RP! (11,0) = RPY(10,0). Insbesondere héngt P! (x,0)* nicht von p ab. Gleiches gilt

fiir ]f’is(u, 0)*. Damit ist das Lemma bewiesen. U

Fiir jede Familie w = (w;) mit w; > § fiir ¢ € Z suchen wir nun Losungen z;(w, u;t) fur ¢ €
[0, w; 1] beziehungsweise Z;(w, u; t) fiir ¢t € [—w;, 0] von (3.3) mit folgenden Eigenschaften
(vergleiche Abbildung 13).
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Abbildung 13: Darstellung der Bedingungen (R) und (S) aus (3.16)

(R) xi—l(wa 22 wi) = ‘%z(wv 22 _wz)
(3.16) (s zi(w, 11;0), #5(w, 1;0) € %,
Ti(w, 1;0) — zi(w, 1;0) € Z,.
Es bezeichne nun
(3.17) di(p, wi) == qi(—wi) + @i(p, —wi) — gio1(wi) — w1 (p, w;)

Die Bedingungen (3.16) konnen wir in dquivalenter Form in den durch (3.12) definierten

Variablen v; und v; schreiben:

(vy, 0;) seien Losungen der Differentialgleichung
(3.18) U+ Ai(p, t)v = gi(t, v, 1)
(vergleiche (3.13)) und es gilt auflerdem

(R) Vi1 (W, iy w;) — 0w, p; —w;) = di(p1, w;)
(3.19) () vi(w, 11;0), 05 (w, p; 0) € Z;DY;
Ui (w, 11;0) — v (w, 1; 0) =: &(w, u) € Z.

Dabei beachten wir, daf3

(3.20)  Zi(w,p1;0) — zi(w, 1;0) = ¢ (0) 4+ ;(p, 0) + 0;(w, p; 0)



~(@(0) + ui,0) + vi(e, :0))
= (1, 0) — wi(p, 0) + 0w, p; 0) — vi(w, p; 0)
= & (W) +&i(w, 1) = Ei(w, 1)

ist und nach Lemma 3.3 ist £°(u) € Z;.

Fiir die Fehlerabschétzungen benétigen wir wie angekiindigt zwei gewichtete Normen. Diese
werden der Kontraktion in der globalen stabilen Mannigfaltigkeit und dem exponentiellen
Wachstum in der transversalen Richtung fiir ¢ > 0 (beziehungsweise der Kontraktion in

der instabilen Flidche und der Expansion transversal dazu fiir ¢ < 0) Rechnung tragen.

Definition. Fiir n > 0 und 0 < w < oo definieren wir

Vinlw) = {o€ CHO.LLRY / sup ™ [ult)] = ol < oo}
te[0,w]

fio) = {0 COw 0L R/ sup e [oft)] = o], < oo}

te[—w,0]
und

Vialw) = {0 CO0LLR)/ sup e )] = ol < o0
te[0,w]

Upalw) = {0€ COU-w,0L R/ sup e [ofe)] = [0l < o0 ).
te[—w,0]

Im folgenden werden wir den Index 1 weglassen, wenn klar ist, welche exponentielle Rate wir

gerade benutzen. Mit V;(w) und Vj(w) bezeichnen wir die Riume in der Supremumsnorm.

Ferner sei
Vi = Viar, (Wit1) X Viar  (wit1)
Vi = Vf,af(wi) X Vz,a;‘(wi)
und
V = Vi
. [liez . versehen mit der Supremumsnorm in 4.
V o= HieZVi

Ebenso bezeichne V, und V, das Produkt von Vo(w;) und Vo(wi). Diese Produktriaume sind
vollstandig.

Wie bei der Konstruktion der u; (1) und @;(p) beweisen wir zunéchst linearisierte Versionen

von (3.19). Wir 16sen als erstes die Integralgleichung

ot) = T
1;
o(t) = T;
T;

—wi) By (p, —wi) a® + [* Ti(p,t, ) P, 8) 6°(s) ds+
it o>P"<u, )b+ fY Tt s)P“(u, 5) §(s) ds
pr by wirn) Pty (s, wign) a +f Ti(p,t, ) Piiq(ps ) g*(s) ds+
t,0) Piﬂ(/% bs+f0 l%t 3) Pz—i—l(:uu s) g°(s) ds.

(1
(
(3.21) :
(h,



Lemma 3.7 Zu gegebenen g = (¢°,g") € Vi, g = (3°,¢") € Vi, a® € RP} und a* € RPY,

existieren eindeutig bestimmte Lésungen

~

(’U,'ﬁ) = L?(M’as7au’g’g) S %(wiJrl) X ‘/O(wz)

von (3.21) mit folgenden Eigenschaften.

) {(Psw,)f)() (u)o()) € Vi
)

(PZS+1< (), P (ps ) v ()) SN
Pr(p, —wi)o(—wi) = Pi(u,—w)a
) {%m,wmw(w T
v(0), 9(0) € Z;aY;
(5) {v(O)—ﬁ(O) c 7.

Dariiberhinaus ist L? linear in (a®,a*,g,g) und C**2? in u mit Normen unabhingig von

(wi,wis1). Das gleiche gilt, wenn wir L? aufgrund von (N) als Abbildung nach V; x V;

auffassen.

Beweis. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (3.18), die (R1) erfiillt, ist durch

(3.21) gegeben. Wir projizieren diese Integralgleichungen nun in die stabilen und instabilen

R&aume und erhalten

(3.22)

Ty, t, —wi) P, —wi) a* + [ Ti,t,s) P, 8) §°(s) ds
(utOb“+f0 sty ) P(, ) §(s) ds

= Ty, t,wipa) Py (pwisn) a®+ [ Tipst,s) Py (s ) " (s) ds
Ty, £,0)b* + [y Tilps t, S)Pm(u, s) g°(s) ds

- %

Wir zeigen zunéchst, daf es eindeutig bestimmte Vektoren b = (b°,0") € RP? (1, 0) x
RP*(11,0) gibt, so daB die durch (3.22) definierten Lésungen die Bedingung (S) erfiillen.

Es gilt

b+ T, 0, —wi) By, —wi) @ + [2, Tiln,0,5) Py (1 9) §°(s) dis

b + 0°(0)

b+ T, 0, wi1) Py (o wien) @ + [ o, 0,8) Py (1, 5) g (s) ds
b* + v*(0).

Dann ist (S) dquivalent zu folgenden Gleichungen:

(3.23)

P(span ¢;(0), Z; ® Vi) (0" +0°(0)) = 0
P(span¢;(0), Z; & Y;) (b°+v*(0)) =
P(Y;,span ¢;(0) ® Z;) (b* — b* + v (0) — 9°(0)) =



Aufgrund von Lemma 3.6 gilt RP? (10,0) = RP? (1,0) und RP*(119,0) = RP*(1,0).
Daher miissen wir diese Gleichungen fiir (b°,5%) € RP?,,(110,0) x RP¥(p10,0) l6sen. Dies
verlduft ebenso wie in Lemma 3.2 und wir erhalten daher Lésungen BZ(v¥(0),4%(0)) fiir
|1t — p1o| hinreichend klein. AuBerdem ist BZ(v*(0),9%(0)) linear in (v*(0),9%(0)), wobei die
Norm von B? unabhéingig von 7, z und w ist.

Wir miissen schlieflich noch die Abbildungseigenschaften zeigen. Zunéchst gilt

Wi+1
()] < [Ti(p, b, wier) Py (s wir)] @ +/ | Ti(pst,s) Pl (pss)] 19" (s)] ds
t
< Ke @it wivi—t) a¥] + o Ke (@it (s—1) g—af (wiy1—s) ||gqu ds
t

Wi41
Ke it (witvi—t) (mu‘ + ngHf / e (s—1) ds)
t

< Keminsn=0 (ja] + Ol g"|l).

IN

Ebenso zeigt man
[0°(t)] < Ke D@t (ja*] + Clg°)l ).

Damit folgt bereits, dafi die Abbildungen B?(a, g%, §%) stetig in (g%, §°) € Vfﬂgﬂ(wiﬂ) X
Vﬂaf (w;) sind. Deshalb und wegen b* € RP? (11, 0) gilt weiterhin

t
()] < ITi(Myt,O)bSIﬂL/ Tt 8) By ()] 1g° ()| ds
0

t
Ke_(af+1+~/)t |bs| + / Ke—(aerl‘i"Y)(t—s) e—aerlS ||QSH1 ds
0

IN

t
Kot (1] + gl - [ e ds)
0

< KCem®nt (e (Ja"] + lg"|lp) + e (la®| + 1§l ) + llg°[le) -
Wieder zeigt man analog
0" ()] < KCe" (e (|a*| + 1|g°[l) + e~ (a”| + 9" [ly) + [19"]1) -

Damit haben wir insgesamt folgende Abschitzungen gezeigt

0¥ gz, < Clla"l+ llg*l)

ag) Wlien, € O (Bt () +lg"l) + e (a4 9°15) + gl
[0l < Cal +13°0)
[0 ar < C (70t (o] + °11) + €02 (la¥] + llg*l) + 13" 1h)

woraus die behaupteten Abbildungseigenschaften folgen. Auf die gleiche Art und Weise

zeigt man dieselben Ungleichungen fiir die Ableitungen von (v, ) nach pu. 0



b X

Abbildung 14: Notation

Bemerkung 3.8 Den Sprung in Z;-Richtung kénnen wir diesmal darstellen als
Glw, ) = (Wil =), Bt =) af) = (Wit winn), Pl (i) @l ) +

/0 <\I/i(ﬂ,t)7§8(t)>ds+/ow”l <\pi(u,t),gu(t)>ds.

—w;

Beweis. Wir wenden wieder (¥;(uo,0),-) auf den Sprung ©(0) — v(0) an. Anschliefend
bringen wir den adjungierten Halbfluf} auf die andere Seite des Skalarprodukts und aus der
Unabhéngigkeit der Projektionen fiir ¢ = 0 von pu, die in Lemma 3.6 gezeigt wurde, folgt
dann bereits die Behauptung. 0

In Lemma 3.7 entkoppelten die linearisierten Randbedingungen (R1). Wir werden im
nichsten Lemma diese Randbedingungen koppeln. Einen Uberblick iiber die verwendeten
Indizes und ihre Bedeutung verschafft Abbildung 14.

Lemma 3.9 Es sei Q > 0 hinreichend groff und w = (w;) eine Familie reeller Zahlen
mit w; > . Ferner seien Vektoren d = (d;)icz mit d; € R™ und sup;cy |d;| < 0o sowie
eine Familie (g,8) € V X 1% gegeben. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Familie von

FElementen
(v,9) =L*(n.d,g.8) € V x V,

die die Integralgleichung (3.21) losen und die Randbedingung

(R2) vi—1(w) — 0i(—w;) = d;



sowie die Bedingungen (N) und (S) aus Lemma 5.7 fiir alle i € Z erfiillen. L? ist linear in
(d,g, &) mit Norm unabhingig von w und p, und L> € C**2 ist differenzierbar beziiglich

I

Beweis. Wir verwenden im folgenden die Zerlegung a; = (af,a}') € RPf x RP* und analog
Aufgrund von Lemma 3.7 ist die Behauptung iiber die Existenz der Familie (v, ¥) dquiva-

lent zu folgendem Problem:

(R3) { Finde eine beschrinkte Familie a = (ai),Aso daB fiir (v;, fiz) = L?(u,a,g,8) gilt:
di = B (p, wi) aif + P (p, wi) viey (wi) — B (p, —wi) af — B (p, —wi) vi(—w;).

Wir wihlen nun €2 zunéchst wie in (3.15). Dann gilt

= P (RE G0, RE )

fiir alle u € M und ¢, > Q. Nun wenden wir die Projektionen P und P auf Gleichung
(R3) an und erhalten

(3 25) PS(:U> z) = _df + Pis(,ua wi) vi—l(wi) + stpzu(ua wi) CL;L + qupzs(:ua _wi) af

. Pip,wi)ay = dif + P(p, —w;) 0(—wi) + PP (, —wi) af + PP (p, wi) aff

unter Beachtung der obenstehenden Identitét fiir die Projektionen. Die rechte Seite dieser
Gleichung ist linear in (d, a, g, g) und differenzierbar in p nach Lemma 3.7; wir hatten ja

(v,¥) = (L3(n,a,g,8)) eingesetzt. Wir erhalten dann folgendes Fixpunktproblem
(@i = —di+ P (p,w) vier(wi) + PPPY (p, wi) aj'+
(PP (s =) + Py, —w) ) a
= Di(a,d.g.8) )
ai = dif + P(p, —wi) 0i(—wi) + PP (p, —wi) ai+
(P2 PGy s) + P, wi) PY) a
=: D¥(a,d,g,g).

(3.26)

<

0
Um den Banachschen Fixpunktsatz anwenden zu konnen, miissen wir die Abbildungen
D; = (D}, DY) abschétzen. Wir beachten, dafl diese Operatoren linear in allen Variablen
(ausgenommen p) sind. Da die Eigenrdume der Linearisierungen in den Gleichgewichten
nicht von den Parametern p abhéngen, ist die Voraussetzung von Lemma 1.1(ii) erfiillt

und wir erhalten schlieflich die folgenden Abschéatzungen fiir die Normen der verketteten

Projektionen.
BBy (s, —wi)l, | P, —wi) P < Cemei
| PP (pawi)l, [P (s wi) P < Clemeien,
AuBerdem kénnen wir die Terme P? (1, w;) vi1(w;) = v5_,(w;) und P*(p, —w;) 0;(—w;) =

0 (—w;) aufgrund von (3.24) folgendermafien abschétzen

iy (wi)| < C (e |a| + |g] + |g])
00 (—w;)| < C (e~ |al + |g| +8]) -




Deshalb ist die Abbildung (D;) eine Kontraktion in a gleichméBig in den anderen Variablen

’D’L<a7 d, g, g)’ S C ((eiafwi + efa?wi)

al + [g| + |g] + [d]) .

Wie erwdhnt ist die Abbildung D = (D;) linear in a und deshalb fiir 2 grof§ genug in
Abhéngigkeit von der Konstanten C', die unabhéngig von (2 ist, eine Kontraktion in der
Variablen a gleichméBig in den anderen Variablen. Aufierdem ist D € C**2 in u wegen
Lemma 3.7. Daher existiert eine eindeutige Losung a, der Fixpunktgleichung (3.26), die

linear in (d, g, &) und C**2 in y ist. Wie oben bemerkt erfiillt dann

(v,9)=L%,d,g,8) = (L?(u, Di(u,d,g,é),g,g))

die Behauptung des Lemmas. U

Damit sind die Vorbereitungen zum Existenzbeweis von Losungen von (3.19) weitgehend
abgeschlossen. Wir miissen nur noch dafiir Sorge tragen, dafl die Nichtlinearitdten g;
tatsachlich die normierten Rdume V; x V; in sich abbilden. Im allgemeinen wird das nicht der
Fall sein, erst eine geeignete Koordinatentransformation wird diese Abbildungseigenschaf-
ten ermoglichen. Dazu parametrisieren wir die globalen stabilen und instabilen Mannigfal-
tigkeiten in der Nahe der heteroklinen Verbindungen ¢;(t) iiber den stabilen und instabilen

Biindeln. Es gilt folgendes Lemma.

Lemma 3.10 Betrachte die Differentialgleichung (3.18)
O+ Ai(p, t)v = gi(t, v, ).

Dann ezistieren C*T2-Abbildungen

hf—l—l(t?’l)?N): R—FXRPiiS—&-l(Mat) I RPfﬁi—l(M?ﬂ
hi(t,v,pm) : RT x RP!(p,t)  — RE(w,0),

mit der Eigenschaft

v hi (Lo, ) € Wi, piy1) fir ve RP? ((u,t)
o+ hit,o,pn) € W(u p;) fiir o € RP"(p,1),

sowie

~

hi(to,m) = O(wf?), Rt 0, 1) = O(|0]).

Auperdem verschwinden hi_(t,v, ) und he(t, b, i) identisch fir t = 0 und t > Q bezie-
hungsweise t < —€).

Beweis. Wir beschrinken uns auf die Parametrisierung der stabilen Mannigfaltigkeit.
Zunéchst sind die durch RP?  (p,t) und RPY (u,t) iiber der Basis {q;(t)/t > 0} ge-
bildeten Biindel in C**2, denn die Projektionen sind C**2 in t. Wir projizieren die zu



(3.18) gehorende Integralgleichung in diese Biindel und wenden anschlieflend ein Kon-
traktionsargument auf die so entstandenen Integralgleichungen an. Die entscheidende Ei-
genschaft ist hier das Vorhandensein der exponentiellen Dichotomien. Auf die Details sei
verzichtet, vergleiche zum Beispiel [23, exc. 7.6.21]. Wir erhalten dann eine Abbildung
hi(t,-, p), die die zeitunabhéngige globale stabile Mannigfaltigkeit parametrisiert. Da die
Biindel, iiber denen parametrisiert wird, C**2 in ¢ sind, gilt dies auch fiir die Abbildungen
h® und h". Die letzten beiden Eigenschaften von hA® folgen einerseits aus der Darstellung
RP? (1, 1) = Tyit)+us(ut) W2 (1, pis1) des Tangentialraums der stabilen Mannigfaltigkeit
und andererseits aus der Koordinatenwahl in der Ndhe der Gleichgewichte sowie aus Lem-
ma 3.0. U

Wir fiihren jetzt eine zeitabhédngige Koordinatentransformation ein, so dafi die globalen
stabilen Mannigfaltigkeiten fiir ¢ > 0 und die globalen instabilen Mannigfaltigkeiten fiir t <
0 lokal durch die linearen Biindel P#(y,t) und P¥(u,t) gegeben sind. Die neuen Variablen
bezeichnen wir mit w; = (wf, w}') fiir ¢ > 0 und mit w; = (@], w}) fir ¢ <O0.

;

(wzs7w;¢) = Hi(tvau)

= (v =Rt on ) e (07, 00) € RPG (1) X RPS, (1)
(wp,0f) = Hit, 0 p0)

= (o = heteor p) o) fie (98,00) € RPMu ) x RP (1, 1).

(3.27)
Die Abbildungen H; und [—A[Z sind lokal um den Nullpunkt invertierbar.

Bemerkung 3.11 Es gilt H;(0,-, 1) = Hi(O,-,u) = id, sowie H;(t,-,p) = id firt >
und Hi(t, -, p) = id firt < —Q.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Eigenschaften von hf und A aus Lemma 3.10. O

Bemerkung 3.12 Statt die Transformation (3.27) zu benutzen, kénnen wir auch direkt
die gesamte stabile (oder instabile) Mannigfaltigkeit in der Nahe der Losung q(t) fir 0 <
t < Q diffeomorph auf den Raum RP$(p9,0) abbilden. Anschlieffend rechnen wir dann
in verschiedenen Koordinatensystemen genau wie unten weiter. Dies fiihrt letztendlich zu

demselben Ergebnis, wir miissen aber stindig die Koordinaten wechseln.

Wir schreiben die Differentialgleichung (3.18) fiir positive und negative Zeiten in den neuen

Variablen und erhalten
%wi + A(H)w; = gi(t,w;, 1) t>0
Wir bezeichnen hier die neue Nichtlinearitdt wieder mit g;. Aus den Argumenten der Funk-

tion wird stets hervorgehen, welche Abbildung gemeint ist.



Lemma 3.13 Die Nichtlinearitit g;(t,w;, u) € C*1 hat die folgenden Eigenschaften.
g; (G w* w, ) = O((lq(t) + uip, )] [w"] + w?]) (Jw*| + \w“!))
gr(twt,wts ) = OfJw|(jw] + w])).

Auferdem besitzt der zugehirige Nemitskii-Operator G; = (G5, GY) die folgenden Abbil-
dungseigenschaften
Gi M x ‘/,L — ‘/,L € Ck

Ein analoges Resultat gilt fir Gi.

Beweis. Wir iiberzeugen uns leicht, daf die Nichtlinearitat die folgende Gestalt hat.

gz<t7 wi, M) = Al(t) hl(t7 wfa :u) + gz<t7 Hi_l(tu Wi, :u)v M) - %hz(ta H’L(ta Wi, :u)v :u)_
thz<t7 wisa ILL) (Az(t) Hi_l(tv Ws, lu) + gz(ta Hi_l(ta Wy, :u)v lu)) :

Daraus folgt unmittelbar g; = O(|w;|?) und g; = O(Jw;|?) gleichméBig in (¢, ). Da die
Koordinatentransformation in C**2? war, sind die Funktionen ¢g; und ¢; in C**!. Wir zeigen
als néchstes die Abschéitzungen fiir g und g¢;. Die Behauptung iiber ¢} folgt sofort aus
der Invarianz der stabilen Mannigfaltigkeit. Weiter gilt fiir ¢ > Q, d.h. fiir ¢;(¢) +u;(p, t) €
Wi (11, pisr), die Ungleichung

|g; (t, w®, w", 1)

1
< / ‘DwsfS (qi(t) +ui(p, t) + 7w, Tw", ,u) — Dys f? (qi(t) + ui(p, t), 0, ,u) ‘ dr |w®| 4+
0

1
/ Dwufs (%(t) + uz(:ua t) + Twsvaua ,LL) - Dwufs (%(t) + uz(:“’at>7 07:“) ’ dr |wu|
0
< Ol (Jw’] + [w]) +

Uf
17
C | (] + [w]) + O (] + 1gi(t) + iy, 0)])

< € (] + Jaslt) + s ) o] ) (o] + o).

Dys Dy f* (qi(t) + ui(p,t) + 1 o w®, T TR WY, ,u) ’ dry dry |w®|+

ufs ¢i(t) + ui(p,t) + 1w’ 1 w“,u) ‘ dr dry |w“\) |w"|

IN

Dabei beachten wir, daf§ f*(0,w") = 0 verschwindet. Es bleiben die Behauptungen iiber
den Nemitskii-Operator zu zeigen.
Im folgenden werden wir den Index i weglassen. Wir betrachten zuerst G* und beginnen

mit der Differenzierbarkeit nach w?.
Ulap® u W(,\S U u s u 1
G (w + by w, ) = G*(w', 0" 1) = Dueg" (0", 0" 1) bl o

u 1
< sup gu(ta w® + h'> wua :u) - gu<t7 ws) wu7 M) - Dwsgu(tv ws’ wua :u) hie® (=) m
t>0



1
S Sup ea“(w—t) / ‘Dwsgu(taws + T hawu7“) - Dwsgu(tawsawuau>‘ dTl
t>0 0
1
< sup sup / DoyuDyys g*(t, w* + 11 hy g w", 1) — Dy Doys g (¢, w*, 7 W, ,u)‘ dry [Jw"||
>0 m 0,1 Jo
— 0

fiir ||h|| — 0. Als néchstes zeigen wir die Differenzierbarkeit nach w".

UlanS ap¥ Ul S U u s u 1
|G (w®, w" + h, 1) — G (w®, w", u) — Dyug® (-, w*, w ’N)hnm
< sup |gt(t, w w4 h, i) — gt w®, wh, ) — Dyug®(t, w®, w®, ) h| e @
>0
1
S Sup/ Dw“gu(t7w57wu+7—h,,u) - Dwugu(t,ws,wu,ﬂ)’d'r
t>0 Jo
< sup sup |Dyug™(t,w®, w" + 7 h, p) — Dwug“(t,ws,w“,,u)‘
t>0 7€[0,1]
— 0
fir ||| — 0. SchlieBlich benétigen wir die Differenzierbarkeit in p.
UlanyS u U8 U u s u 1
|G*(w®, w", p+ h) — G*(w®, w", pu) — Dug" (-, w’,w “u)hnm
S sup gu(t7w3’wu7# + h) _ gu(t,ws,wu,,u) _ Dugu(t,ws,wu,ﬂ) h eau(w—t)
>0
1
< supe® (wt)/ Dugu(t,wa"wu’M +7h)— Dug“(t,ws,w“,u)) dry
t>0 0
< a¥(w—t) |

sup sup e
t>0 71€[0,1]

1
/ ‘Dw“Dﬂgu(tawsa T2 wu“u + 7 h) - Dw“Dﬂgu(t7wsv TZwu7HJ)) dT? ”wuH
0

— 0

fir ||h|| — 0.

Es bleibt die Differenzierbarkeit von G* zu zeigen. Wir beginnen mit der Differenzierbarkeit

nach w?*.

Sap® U S (018 U s s 1
16 (w" 4+, 1) = G*(w", 0" 1) = Dueg® (w0 ) il

< sSup gs(ta w® + h7 wu’ ,u) - gs(ta ws,wu, ,u) - Dwsgs(tawsa wu’,u) h
>0
1
< sup/ Dys g (t, w® 4+ 7 hyw", p1) — Dyys g° (¢, w°, w“,,u)‘ dr
t>0 Jo
< sup sup [Dysg®(t,w® + 7 h,w", 1) — Dwsgs(t,ws,w“,,u)‘

t>0 7€[0,1]

— 0

1

7]

1

[

ert —



fiir ||h|| — 0. Weiterhin folgt die Differenzierbarkeit nach w".

1
”Gs<ws7wu’ lu) - Gs<ws,wu7 lu) - Dw“gs('>w8, w“;#) h” m
1

7]

6ozst

< sup gs(ta ws’ w" + h7 H) - gs(t> ws’ wu7 :u) - Dwugs(ta w57 wu’ :u) h

t>0

1
S

sup e” 1t/

>0 0

sup sup e*® ‘Dwugs(zﬁ,ws,w" + 7 hy 1) — Dyug®(t, w®, w", u)‘ +
t€[0,9] 71 €[0,1]

IA

Dyug®(t,w®, w" + 711 h, 1) — Dyug®(t, w®, w", ,u)‘ dm

IN

sup sup e®? Dwuf<q(t) + u(p, t) + w® +w* + 7 h, ,u) —

t>Q 71€[0,1]
Dwuf<q(t) + u(p, t) + w® + w", u) ’

Der erste Term konvergiert gegen Null fiir h — 0, wir untersuchen also noch den zweiten

Term.

S
sup sup e*’
tZQ 716[0,1}

Dwuf<q(t) +u(p,t) +w’ +w", u) ‘

Dwuf(q(t) + u(p, t) + w® + w" + 7 h, ,u) -

1
< sup sup e’ / )DwsDwuf<7'2 (q(t) + u(p, t) + w®) + w" + 7 h, p) -
t>Q 11€[0,1] 0
Dos Do f (72 (a(8) + (e, £) + w*) + w, o) | dra lg(8) + (e, ) + (1)
< sup sup DwsDwuf<7'1 (q(t) + u(p, t) + w’) + w" + 1o h, ,u> -
t>Q 1,72€[0,1]
DwsDwuf(Tz (q(t) + ulp, 1) +w°) +w*, u) () + u(p, -) +w”||
— 0

fur ||h]] — 0. Damit ist die Differenzierbarkeit nach w* gezeigt. Die Differenzierbarkeit

nach p folgt analog. Die Existenz der hoheren Ableitungen zeigt man auf &hnliche Art und

Weise. 0

Bemerkung 3.14 FEs gelten die folgenden Abschditzungen fiir die Nemitskii-Operatoren G
i den Rdumen V;
1G5 (w?, w")|
1G5 (w?, w") |

Cllw|| (Jw?] + |w"])

<
< (il + Nl + i) 1) (] + 1),

sowie fir die Ableitungen nach (w®, w")

[ Do G (w?, )| < C (Jw?[ + [w"]) [ D G (w?, w") |

< C ([[w?]] + [w"])
[ D G (w®, w) | < C ] [ D G (w?, w" )|

C (lw*] + |w")),

IAIA



und zuletzt fir die Ableitungen nach den Parametern

[DuGi (w?, w")|
[1Du G (w?, w") |

Cllw|l (Jw?] + w"])

<
< C(fwll + lw]) (jw?] + |w")).

Analoge Abschiitzungen gelten fiir G;.

Beweis. Dies folgt leicht aus den Abschétzungen fiir g7 und g aus Lemma 3.13 und den

ebenfalls dort gezeigten Formeln fiir die Ableitungen der Nemitskii-Operatoren. U

Bemerkung 3.15 Es ist (v;,0;) eine Losung von (3.18) und (3.19) dann und nur dann,

~

wenn (w;, w;) = (H; (v, 1), Hi (05, 1)) die folgende Fizpunktgleichung lost

(3.28) (ws ) = L (1 (dl12,07)), (95 w5 ), (35 05, 10) )

oder dquivalent

(w, ) = L (1, d(w, 1), G(w, ), G, 1))

Beweis. Zunichst ist (v;, 9;) eine Losung von (3.18) und (3.19), wenn (w;, w;) die entspre-
chenden transformierten Gleichungen 16st. Tatséchlich transformieren sich die Gleichungen
(3.19) identisch, denn die Koordinatentransformationen sind die Identitét fiir £ = 0 und
t > ) beziehungsweise ¢t < —. Daher miissen wir nur die Differentialgleichung (3.18) in
den neuen Koordinaten losen. Die zugehorigen Integralgleichungen - projiziert in stabile

und instabile Unterrdume - haben wieder die Gestalt

(

wi(t) = T t.0)0f + [§ Tyt 5) Py (. 8) g3 (5,05, wi o) ds
wi(t) = Ti(p,t,wipr) Py (pwitt) @iy +
(3.29) Jorry Tilust, 8) Piia(,8) gi'(s, wis wi, p) ds
wi(t) = Ti(p,t, —w;) B (p, —wi) ai+
J', Tt ) Pe(p, ) g3 (s, b5, bt o) ds
L@ () = T t.0)0F + [ Tilust,s) P () G (s, 07, 0 o) ds.
Daher folgt die Behauptung aus Lemma 3.9. U

Wir miissen also die Fixpunktgleichung (3.28) l6sen.

Lemma 3.16 FEs existieren Konstanten 0 > 0, 9 > 0 und ¢¢ > 0 mit der folgenden

Eigenschaft. Fir jede Familie w mit w; > ) existiert eine eindeutig bestimmte Familie
L?(‘-‘%M) = (w;, ;) € 'V;

fiir | — po| < & in der Menge {(w, W) / |[(w, W)|lo < €0}, die die Fizpunktgleichung (3.28)
lost. L} € C* ist k-mal differenzierbar beziiglich u € M fiir festes w.



Beweis. Wir wollen den Satz iiber implizite Funktionen auf die Fixpunktgleichung (3.28)

(w, %) = L d(w, 1), G(w, 1), G, 1))
anwenden. Dabei wurde d(w, ) = (d;(p,w)) in (3.17) definiert. Zunéchst ist die Abbildung

G : MxVxV — VxV
(W, W) — (Gj(wj, 1), Gj(y, 1))

in C* in der Supremumsnorm, denn die Abschitzungen in Lemma 3.13 gelten gleichmiiflig
in ¢, da nur N verschiedene Funktionen g; und g; vorkommen. Hier ist N die Anzahl
der heteroklinen Losungen. Aus Bemerkung 3.14 folgt, dafl die Ableitung von G durch
DG = (Dw, Gy, Dy, @]) gegeben ist und daf} die Gleichung

| D, G (0, 0)| = 0

gilt. Nach Definition ist d; € C*(M,R™) mit gleichméBigen Schranken in j. Aus der Linea-
ritéit der Abbildung L3 in den Variablen (d, g, &) folgt daher, daf die rechte Seite unserer
Fixpunktgleichung in C* beziiglich (i, w, W) ist. AuBerdem verschwindet die Ableitung
nach (w,w) an der Stelle (u0,0,0). Wir erhalten nach [$, Thm. 2.2.3] einen eindeutigen
Fixpunkt, den wir mit L*(w, ut) bezeichnen. Man beachte, daf} alle Normen gleichméBig in
w abgeschétzt wurden. Deshalb ist der Definitionsbereich in der Variablen p unabhéngig
von w. Wir kénnen ebenso eine Version dieses Lemmas in ungewichteten Rdumen, d.h. in
der Supremumsnorm beziiglich der Zeit ¢, beweisen. Damit folgt die Eindeutigkeit in der

Umgebung (w, W) und das Lemma ist bewiesen. O

Damit haben wir die Existenz von Losungen von (3.18) und (3.19) bewiesen. Allerdings
konnten wir bisher nur die Differenzierbarkeit in p fiir festes w nachweisen. Spéter wer-
den wir zusétzlich die Differenzierbarkeit der Spriinge in den Riickkehrzeiten w = (w;)
benstigen. Um dies nachzuweisen, fithren wir zusétzliche Parameter 8 = (3;) ein. Diese
neuen Parameter reskalieren in jedem Durchlauf die Zeit ¢, wodurch die Losungen fiir ver-
schiedene Riickkehrzeiten vergleichbar werden, da sie dann auf den gleichen (reskalierten)
Zeitintervallen definiert sind. Die Differenzierbarkeit in den Parametern 3, die wie die Dif-

ferenzierbarkeit nach p folgt, impliziert daher die Differenzierbarkeit in w.

Es sei also B € [[;cy (—60,00) =: B, wobei dy < 0 klein sei. Wir versehen B mit der

Supremumsnorm. Zunéchst wenden wir Lemma 3.3 auf die Gleichungen

(3.30) %x + (1 + Bi)Ar = (1+ Bipa) f(z, 1) t>0
| Dot (14 B)AE = (14 6)f () <0

an. Dafl dabei eine Unstetigkeit in den Differentialgleichungen bei t = 0 auftritt, ist unwich-

tig; schliellich hatten wir die Differentialgleichungen sowieso fiir ¢t > 0 und ¢ < 0 getrennt



untersucht und bei ¢t = 0 die Losungen nur zusammengesetzt. Dann erhalten wir Losun-
gen u;(Biy1, i, -) und @;(F;, i, ) mit den Eigenschaften aus Lemma 3.3. Denn tatséchlich
hiangen die Losungséste u;(Gi1, i1, t) = u;(p, (1+ Bi1)t) nur von G411 und nicht von j; ab.
Das gleiche gilt fiir @;(05;, u, t) = ;(, (1 4 5;)t).

Wir linearisieren entlang der Aste u;(Bi41, t, ) und @;(3;, 4, t) und erhalten die Differenti-

algleichungen

(3 3].) { %U+Ai(ﬁi+17/’l”t)v = gi(t7v7ﬁi+17/1’) tZ 0

%@—'_Az(ﬁz—‘rl?ﬂ?t)@ - gl(u@aﬁml'b) tSO

fiir die Korrekturen x(t) = ¢;(t) + w;(Bix1, i, t) + v(t) einer Losung von (3.30) und entspre-

chend fir #(t). Die neuen Nichtlinearitdten sind von der Form

9i(t,v, Biy1, ) = (14 Bit1) (f(%’(t) + i (Bir1s 1 t) + 0, ) —
f(@i(t) + wi(Biva 1, t), 1) — Do f(i(t) + wi Bigr, ps 1), 1) U)
und einem entsprechenden Ausdruck fiir g;. Insbesondere gilt fiir diese Nichtlinearitdten
wieder Lemma 3.13 und Bemerkung 3.14.
Nun betrachten wir wieder das System (3.19) aus Rand- und Sprungbedingungen mit den

reskalierten Differentialgleichungen (3.31) anstelle von (3.18). Damit beweisen wir leicht

eine neue Version von Lemma 3.16 und erhalten eine Familie
(3.32) L°(B,0) :BxM —-VxV eC*

die die Gleichungen (3.19) und (3.31) 16sen und zusétzlich k-mal differenzierbar in (3, u)
sind. Die zugehérigen Losungen X} (w, 8, 1, ) und X} w, B, i, -) von (3.30) erfiillen dann

die Gleichungen (3.16), die wir hier wiederholen:

(R) zi-1(wi) = Zi(—w;)
(3.33) 5:(0), #(0) € %,
(5) { 2;(0) —2;(0) € Z.

Auf der anderen Seite kénnen wir unsere alten in Lemma 3.16 erhaltenen Losungen

ri(w, 1, t) = qi(t) +wi(p,t) + wiw, 1, t) t € [0,wi]

Ti(w, 1, t) = qi(t) + w(p,t) + wi(w, p, t) t e [—w;,0]
von (3.16) folgendermaflen reskalieren:

X2(w, B,10,t) 1= i ((1+ Bia)t) + s (10, (L Big)t) + (4 Byl (1 + Big )
fir t € [0, w;41) und

X2(w, B,10,8) 1= i ((1+ B)t) + s (g (14 B)t) + 401 (1 + By s (1+ i)t



fiir t € [—w;, 0]. Auch diese reskalierten Losungen erfiillen dann das System (3.33) und die
Differentialgleichung (3.30), wie wir leicht nachrechnen. Daher folgt aus der Eindeutigkeit
schlief3lich

Xi(w,B,p,) = XP(w,p,B:)

XHw,Bop,) = XPw,p,B;-).

Diese Identitédt impliziert insbesondere
&(((1+ 8)w). ) = €(w, B 1),

Nun ist &(w, 3, i) in CF(B x M) gemeinsam in (3, i) differenzierbar. Deshalb ist & (w, )

differenzierbar in w;. Damit haben wir die folgende Bemerkung bewiesen.

Bemerkung 3.17 Die Spriinge &;(w, i) sind gemeinsam differenzierbar in (w, ). Tatsdich-
lich ist & € C*(B x M).

3.3.2 Die Abschitzung der Restterme

In diesem Abschnitt werden wir nun Abschétzungen fiir die Grofle der Spriinge in Z;-
Richtung bereit stellen. Dazu werden wir weiterhin die oben konstruierten, von 3 abhéngi-
gen Losungen verwenden, denn der Ableitung von &; nach f3; entspricht ja nach der oben-
stehenden Bemerkung die Ableitung nach w; (bis auf einen Faktor w;). Wir konnen also
das Verhalten der Losungen und Spriinge in der Variablen w untersuchen, indem wir die

Abhéngigkeiten in den Parametern 3 studieren.

Bemerkung 3.18 Wir beachten, daff die neuen exponentiellen Dichotomien P? (511, p,t)
und ]%“(ﬁi,u,t), sowie die Nichtlinearititen g; und g; als auch die “Koordinatenkurven”
qi(t) + wi(Biv1, 1y t) und q;(t) + u; (i, p, t) tatsichlich nur von den einzelnen Parametern
Bir1 beziehungsweise B; abhingen (und nicht von dem ganzen Parameter 3). Dies folgt ja

aus der verwendeten Skalierung der urspriinglichen Differentialgleichungen.

Deshalb erhalten wir aus Bemerkung 3.8 die folgende Darstellung der Spriinge
gz(wnu) = <\I[Z<ﬁluua _wz)aﬁ)zs(ﬁznua _w’b> af(,@,,u)> -
<\I’i(ﬁi+1, I, Wz'+1)> Pﬁi—l(ﬁi—%—la s wi+1) a?—&—l(/@a M)> +

/0 <\IJ¢(@',M, t),ﬁf(t,vi(ﬁ,u,t),u’ﬁi» ds -+

—w;

/O'wi"rl <\Iji(ﬁz‘+17,u,t),gf(t,vi(ﬂ,% t), M»ﬁi+1)> ds.

Wir wiederholen nun noch einmal die Integralgleichungen, die wir im folgenden abschétzen

werden. Dabei werden wir die Abhéngigkeit von p unterdriicken. Zunéchst wiederholen wir



Gleichung (3.29)

( wz's(t) = (5z+1>t 0 b; +f0 ﬁz+17t 8) ii1(5z‘+1>3) g; (3 wy, w; ,ﬁz+1)
wi(t) = Ti(Bir1stwit1) Py (Bir, win) afy g+
(334) fw i1 <ﬁ74+17t S) ’iﬁ-l(ﬁi+17 S) 9i (8 w y Wy 7ﬁ1+1>

wzs<t> - (527 7_wi) zgﬁm_wz) af‘i‘
L, Ti(Bit,s) P(Bi, s) g3 (s, 5, i, 3y) ds
[ wi(t) = (ﬁz,t 0) b“—i—fo i(Bit, s) Pu(ﬁz, S) g (s, ws, Wk, ;) ds.

Hier ist ¢ € [0, w;11] in den ersten beiden und ¢ € [—w;, 0] in den letzten beiden Gleichungen.

Ferner ist b; nach Lemma 3.7 gegeben durch

(3.35) (b5, b7) = B (wy(0),w;(0)),

1771

wobei B? linear in (w!(0),w;(0)) ist. Wir beachten, dal B? nicht explizit von u abhéngt.

)

Die Grofen (af, a¥) waren durch die Fixpunktgleichung (3.25)

79

131'5(@, —wi)ai = —di(B;) + PP(Bi, wi) wimi(wi) + PP (G, wi) ai +
PP (B, —wi) a
P(Bi,wi)ald = d¥(B;) + P8y, —wi) i(—w;) + PEP(B;, —w;) ai+
PP (B, wi) af

(3.36)

definiert worden. Dabei wird d; wie in (3.17) unter Beriicksichtigung der Abhéngigkeit von
B gegeben durch

di(Bis wi) = qi(—(1 + Bi)ws) + s (p, —(1 + Bi)wi) — qim1 (1 4 Bi)ws) — wi—1 (i1, (1 + 5;)w;).

In allen obenstehenden Ausdriicken héngen natiirlich w;(3, 1) und w;(83, 1) von 3 ab.

Die Gleichungen (3.34) bis (3.36) miissen nun abgeschétzt werden. Wir beschranken uns
dabei auf Abschétzungen der Ableitungen erster Ordnung in 3, denn diese reicht fiir die
spiter behandelte Anwendung aus. Abschétzungen fiir die héheren Ableitungen erhélt man

aber auf die gleiche Art und Weise.

Definition. Wir definieren

ANBi) = Tz‘q(ﬁiaoawz) *(Bi, wi) ajf
A(8) = Ti(Bi,0,—wi) PX(B;, —wi) a
und
Jit = fowM Ti(Bit1,0,1) 7,+1(/62+1? t) gi'(t, wi, wi, Biy1) dt
Jp o= U T8, 0,8) BB t) g3 (¢, Y, 3y) dt.
Ferner werden wir Konstanten, die unabhéngig von (w, 3, 1) sind, gleich eins setzen. Da
wir nur Abschétzungen bereit stellen, ist dies wohl gerechtfertigt. Weiter bezeichnet ||-|| oft
auch die Supremumsnorm fiir Familien von Vektoren. Zuletzt definieren wir die Restterme
R; durch
R := By (B, —wi) @i +d5,  R{ = P'(B;,w) af — df.



beziehungsweise durch dessen Norm.

Mit diesen Definitionen kénnen wir (3.35) mit Hilfe von (3.34) folgendermafien umschrei-
ben:

(3.37) (b5,b) = B (A¥ + 3 A5+ J7)

1771

Wir fithren weitere exponentielle Dichotomien ein. Diese werden benotigt, um die schwach
und stark kontrahierenden beziehungsweise expandierenden Richtungen unterschiedlich
abschétzen zu konnen. Wir werden dann insbesondere den Term T;( 541, 0, —w;) 152-3 (Bs, —w;)
in die schwach und stark kontrahierenden Richtungen aufspalten kénnen. Diese unterschied-

lichen Abschétzungen brauchen wir spéter bei der Behandlung der Orbit-Flip Verzweigung.

Definition. Das Spektrum o(—A4;) erlaube die Aufspaltung in Spektralmengen o(—A4;) =
o;*Uo; Uoj Uo™ mit
Reo}” < —;® <Reo] < —aj <0< af <Reo; <" <Reo;™.

Wir bezeichnen die Projektionen auf die zu o] und o;° gehorenden Eigenrdume mit )7 und
Q7°. Insbesondere ist daher Q7 +Q7° = P’. Analog sind @)}' und Q}" definiert mit Q¥ +Q" =
P!. Wir erhalten aus Lemma 1.1 die zugehorigen exponentiellen Dichotomien der gestorten
Gleichungen & = —A;(;, i, t) x. Dabei bendtigen wir Qf(ﬁ,, i, t) und Qfs(ﬁi, w,t) fiir t <0,
sowie Q¥ (B;, 1, t) und Q¥*(B;, p,t) fiir t > 0. Aus dem Beweis von Lemma 1.1 und der
getroffenen Koordinatentransformationen folgt dann

Diese Dichotomien erfiillen die Ungleichungen

0; (Ti—1(B;, s, 1) Q¥ (Bs, t < Ke(@i+(t=s) 0<s<t
105 (Ti-1( ) Qi (i, 1))]

10; (Ti-1 (5, s, t) Qu(Bi,1))] < Ke (=) 0<s<t
0; (T; (B, t, s Gi, < Ke (aitn(t=9) s<t<0
105 (T5( ) Q3 (85, 8))]

10; (Ti(Bi,t,5) Q3 (Biy8))] < Ke o't s<t<0

fir 0; = D{ﬂi .y und j = 0,1. Zuletzt noch eine letzte Definition. Wir bezeichnen mit 77
und 7 die Konvergenzraten der exponentiellen Dichotomien gegen die konstanten Spek-

tralprojektionen, d.h. es sei

D3, (P (Bi i t) = B

D5, (@B t) = Q1) ¢ <)

|1 D5, (Q7 (Bi, 1, t) — Q)]
fir ¢ > 0 und j = 0, 1. Entsprechend definieren wir r¥(¢) fiir ¢ < 0 beziiglich der Projek-
tionen pi“, Qf und Qfs.



Bemerkung 3.19 Es gelten die Abschitzungen
(wi)

ﬁ
o= (w)

Ke i
u

Ke @i

S P—
Tl .

IA A

Beweis. Die Behauptung folgt aus Lemma 1.1(ii) und den vorgenommenen Koordinaten-

wechseln. O

Die Konvergenzrate wird spater mit Lemma 1.1(iii) besser abgeschitzt werden konnen.

Lemma 3.20 FEs gelten die Abschdtzungen

[T < emee
lall < {|d]|.

d® [Tt < emeten||d]?

Ferner gelten mit der Definition

Sy w= sup (e Qi+ e Q] +
€

Il (e (g + 1) 4+ [l 4+ €70k 4+ ek ) )
die folgenden Abschditzungen fiir die Restterme

it

™Sy + (rf + i) |
R e

<
< e Sy + () [|d-

Beweis. Wir stellen als erstes alle beteiligten Groflen durch a dar. Anschlielend schétzen
wir a mit Hilfe von Gleichung (3.36) durch d ab. Zunéchst folgt aus (3.34) und Bemerkung
3.14 leicht

(3.38)

lwi]| < laf] Jwil| < |b5] + Jwi]?
< agl o] < [bY| 4 [wg]?.

Wir schétzen zuerst J* und J;7 ab. Dazu beachten wir, dal nach Definition der Norm in
Vi

7

7 S5 T (B, 0,8) Py (Biga, )] g2 (t, wi, wl, Biga)| di
e_a;.i+lwi+1 HGZU('LUf, w?) H

el | (| + )

e~ oy | ([67] + laf, |)

IAIAIAIA

gilt und analog fiir J;
5] < e

az| (|b] + la7).

Aus diesen Ungleichungen und aus (3.37) folgt daher

071167 < JAZ[+ [J7] + [ AT + (7]
[AZ] + 1A+ em et ad [ (107 + [aiya ) + em e fag| (Jaf| + [07])

A7)+ AL |+ e fal, 2 4 e fag]?.

<
< a;




Wir setzen diese Abschétzung wieder in die obenstehenden Abschitzungen fiir wy, wy, J;

und J; ein und erhalten

fwfll < A2+ At | + ko + e o
~ _al .
530 [GH] < JAZ|+ ALy +lag]? 4+ et fat, 2
| E < ety (ata] + |47 + et faif?)
S et o] (a4 Aty 4+ et faty, ).

Wir werden jetzt die Fixpunktgleichung (3.36) fiir a angehen. Aus der Definition der Nor-
men in V; und (3.39) folgt zunéchst

e (A7) + Al + faiy | + e o))

|wi (wi+1)| S
< ematw (‘As’ + ’Az-i-l‘ + ‘afP + e Wit ‘a;‘ﬂP) .

e
e
Diese Ungleichungen setzen wir in (3.36) ein. Dann erhalten wir fiir die Restterme R; =
|P5(B;, —w;) af + df| und RY = |P*(3;,w;) a — d¥| die Abschiitzung

Ry < wis ()l + B PG, wi) af| + | P PP (B, —wi) a5
(3.40) < e (JAL [+ AR+ laf P+ et [afy?) 4 o Jay| + g
' ¢S i (—w)| + B PG wi) “|+|P“P3(6u —w;) a3|
< e (A AR |+ lag P em it a 2) g a4 fag].

Insbesondere folgt daher

jai| < |dj| + E;
(3.41) < ldf+ em e (lagy |+ af]) + 77 laf] + 1 |a]
| < ldy|+ em e ([af] + laga]) + rf lai| + i [af]

und deshalb ist fiir w; > )

3]+ || -+ e (lag_y| + faf]) + e (
03]+ [d] 4+ €75 gy | + e faty .

|aj] + ||

< ;| + i)+ lai| + it [af]
<

Wir kénnen jetzt die Supremumsnorm auf beiden Seiten nehmen und erhalten die gewiinsch-
te Abschéatzung
(3.42) lall < [|d]|.

Aus dieser Gleichung und (3.39) folgen schliefllich die Behauptungen iiber J* und J;.
Wir miissen nunmehr noch die letzte Abschétzung (3.40) fir R und R} verbessern. Hier
kommen nun die neuen Dichotomien Q" und Q"* sowie QS und st ins Spiel. Wir schreiben

zuerst A und A} um:

A5 = TB:,0,—w;) P (Bi, —w;) a

L0, —0) (@i ) + QP (B —))
AY = T, 4(6;,0,w;) PG, wi) af

= Ti-1(8:, 0, —wi) (Q} (B, wi) + @ (Bi, wi)) aif



und es folgt

(3.43) { |47 i i |Qf(5¢; —w;) ;| + e Wi |las|

| A Q3 (B, wi) @] + e~

Damit kénnen wir nun die Restterme unter Beachtung von (3.42) durch

—a%w;
e~ Wi

a¥.

;

R} < e <€_afilw_1 |aj_ |+ e |Q§—1(ﬂi—17 —wi—1) a;_q|+

(]

=t | et QB i) af] + [a 2 + e~ fag ,[?) +
(3.44) Tf\zﬂ + i ] L .
< et ([ (] + e g oot
e e ‘@fq(@‘fl, —wi_1) 3| + e % QU (B, wi) aﬂ) +
\ (ri + ) lld]]
und

R < emete ([l (] +emer 4 emattn)
Q3 (i, —w) ] + €501 QU (Brar, wiin ) alya] ) + (8 + 7)1

Ny
e A wWi

abschétzen. Aus der Fixpunktgleichung (3.36) fiir a folgt nun

A

QB —wi)ai = —Q7d; +(Q; — QB —wi)) di+

Q38 —wi) (wi1(w) + PP PE(Biwi) at + P P (B, —wi) a} )
Qi (Biwi)at = Qud?+(Q (B wi — Q) di+

Qi) (wh(—wi) + B PE(Biywi) at + P P (B, —wi) af ).

Dabei beachte man, daB die Projektionen Q“(t) und P“(t) sowie Q*(t) und P*(t) nach

Definition vertauschen. Wir schéitzen diese Gleichungen nun ab. Zunéchst folgt

Q3(Bs, —wi)ag| < Q| +ri|d| + R
Q¥(Bs,wi) a¥| < |QEdY| +r¢|d]l + R

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit e~®“#, die zweite mit e~*“ und addieren beide

Ungleichungen

e Q3 (B —wi) 03] 4+ QY (B, )
< et |QE | et QU Y| 4+ e (ry ] + ) + e (o ] + RY).

Anschliefend setzen wir die Abschédtzungen aus Gleichung (3.44) fiir R und R} ein und

erhalten

e~ Q3 (B, —wi) 63| + e QY (i, wi) a|
< Q] e QU ] +
o Wi p—ai_wi1 ]Qf_l(ﬁifla —wi_1) 5| eV gT M itt Qi1 (Big1, wig1) @iy | +

[l (e (12 4 1) + €720 | 4 eoioaeims o gmelaonn et g et




Wir bilden nun wieder das Supremum {iiber ¢ und erhalten als Ergebnis

Q3B —wi) ] + e QU5 wi)

—adw;
sup (e i
i€z

Q|+ e” QY Y| +

—adw;
< sup (e i
i€Z

(7 (rt ) + 720
So.

d| + e~ow 4 e))

IN

Damit haben wir alle bendtigten Ungleichungen beisammen, um die Behauptungen iiber
die Abschétzungen der Restterme zu zeigen. Diese folgen ndmlich unmittelbar aus (3.44)

und der obenstehenden Ungleichung. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Als néchstes behandeln wir die Ableitungen nach den Parametern ;.

Definition. Wir definieren:

laili = |ai| + |Dg,ai| |Aili == [Ai| 4+ |Dg, Ail
0711 = [bj| + |Dpg,, bf| b lv = b} + [Dp, by
[ it = [T+ [Dgyy,y 7 | Jol = |+ | Dg, J7|
Jwillx == fwil| + | Dg,,, will [ willx = (s + [| Dg, s

Weiterhin treffen wir die folgende Konvention: es bezeichne |Dg,y;|* den Ausdruck |y;| +
|Dg,yi|, sofern dieser Ausdruck in der obenstehenden Liste von Definitionen vorkommt.
Ansonsten bezeichne |Dpg,y;|* einfach den Term [Dg,y;|. Zum Beispiel ist ||Dg,, w;||* =
|wi|| + || Dg,,,wil|, wahrend || Dg,w;||* = || Dg,w;|| fiir j # i+ 1 ist.

Lemma 3.21 FEs sei j € Z fest gewdhlt. Dann gelten die folgenden Abschdtzungen fir die
Ableitungen nach B;

Dy, < et (ematnemn g eato)emas (4, 4+ e Sy )|dl| fir 4§ -1
[Tl < e dgly |dl]
Dl < et (emeten g ematuein )emaws (14, + e Sl fir i A

[Jeh < e dyl|ld]).
Wir definieren
Sy o= e QNS 4 e |QY dY| + |dj|y (€7 4 €T ) 4 €724 Sy +
e |d;, (||d|| +sup (ry + 7 + e 4 e““k‘“‘”’“)) :
keZ
Fiir die Restterme gilt dann fir i # j

DRI < em0in 8y + emate e 12 |d
Dy RY| < o8y + om0 0w it |dyy



und firi=j

[R5l < e (So+ S1+ |djla Idl]) + 75 |d]s + 7 |3
Ry < e (So+ S1+ ldlulldl]) + 75 [yl + 7y 3

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.20 stellen wir zunéchst alle abzuschitzenden Ab-
leitungen durch die Ableitungen der a; nach 3; dar. Wir miissen hier stets zwei Falle
unterscheiden, denn es gibt sowohl Grofien, die explizit, als auch Terme, die nur implizit,
d.h. iiber die Kopplungsterme, von 3; abhéngen.

Unter Beachtung von (3.38) folgt zunéchst

(3.45) [willy < laiyi s @7 ]|y < |ag]s
Weiterhin sehen wir, dafl

Jwille < 1670+ flwg || [wi|
(3.46) < b5+ |a$+1|1 |a?+1’
<

kol 7|1 + a1y ||

gilt. Als néchstes leiten wir die implizit abhéngigen Terme ab. Es sei also ¢ # j — 1. Dann
erhalten wir
[1Dgwitll < [Dgaiy, | + [[witl| [ Dg;wi |

< Dgaial + laja] | Dg;wyl]

und ebenso, wenn wir Lemma 3.20 benutzen,

I1Dgwill < |Dg; 07| + (| Dgwif || (lwy ]| + |wi'])
< |Dg;bi] + [Dg,ai | [|d]]-

Fiir ¢ # j — 1 gelangen wir also zusammenfassend zu

(3.47) {HDﬁjWE‘H < |Dgal| + laty] |Dg,b;|

[1Dgwill < |Dg,bi| + [Dg,aiy, | l|d]|
Ganz analog folgt natiirlich fiir i # j

{HDﬁjufo < |Dgas| + |a| |Dg, b
<

(3.48) Au : i
|1 Dg, | D, bi'| + | Dg,ai] ||d]].

Nun schétzen wir die Ableitungen der Integralterme J;* und J7 ab. Es folgt zunéchst

e (alls (g + oy ]) + sy g )
—atw;
e (|aly (651] + la3]) + a3 851 ]1)
u

e i (|atly [|d] + [ay] | Da,b54) -

|D,3j‘]jy—1|

(VAN VANVAN

Die implizite Ableitung ergibt dagegen fiir + # 7 — 1

|Dg, Jit| < em et (|| Dgwi|| ([wi] + [w]) + [[wf ] | Dg,wg])
< emn ((|Dgafy | + lajy [1Dg,b1) (165] + lag )+

laal (1Dg, 03| + | Dg,afys | ld]]) )

e~ (|Dgafy | [|d]l + laf | 1Dg,b71) -

IN



Insgesamt folgt aus den obenstehenden Abschitzungen und den analogen Untersuchungen
fir J7 daher

Dy, Jit| < em ¥t (| Dg,afy, [* [|d]| + a1 Dg, b))
(3.49) ;

1Dy, J7 ] e~ (|Dg,a " |dll + |ag| | Dg, by1) -

Wir behandeln anschlieBend die Kopplungsterme b;. Aus (3.49), Lemma 3.20 und der Glei-
chung (3.37) fiir b; folgt

(D, bs| + [Dgb| < |Dg As| + |Dg, J¢| + | Dg, Aty | + | Dy, J2|
< |Dg A3l + | D Aty | + e [ Dg,af[* ||d|+
(3.50) e~ %@t | Dyt |*||d]|
< |D5JA‘9|+ D,BJAz+1|+
\ [d]| (e | Dg,ai]* + e~ 1@+t | Dy af 7).

Wenn wir diese Ungleichung wieder in (3.49) einsetzen, erhalten wir

|Dg, | < emint (| Dgaty 7 [1d]| + lafy | (1D, Af] + | Dg, Aty [+
Dg,a;|*[|d]| + e~ |Dgaft,[* [|d]] )
< e (| Dgai M) + laf, | (1Dg, A7) + e

*aéwi

Dyg,az|* |d]))

und zusammenfassend mit der analogen Abschéitzung fiir J; schliellich

|Dg, Jit| < e (|Dgjafy|* ||d+
@] (1Dg, 4] + e=*i | Dg,a] |1d] )
Dg; J| < e (|Dg,a3| [|d]|+
|a] (1Dg, Aty | + e~ [ Dy ayy [* ] )) -
Jetzt konnen wir uns der Abschétzung von a zuwenden. Dazu miissen wir zuerst wieder
die Terme w{_;(w;) und w¥(—w;) behandeln. Aus (3.47) und (3.50) folgt zunéchst fiir ¢ # j

(3.51)

Daywis (@)l < e (IDgbiy| + [Dgarllldl)

< et (D, A3y + | Dy, A+
| (e [Dg a1 |+ oo

e (|€ﬁjAf—1| + |DBJA:L|+

(6_%—1“”*1 |Dg;ai_|" + \ngaﬂ)) :

Fiir ¢ = j kommt zusédtzlich der Term b;_; vor. Diesen Term koénnen wir nach dem Beweis

Dy,al) + Dyt |dl])

IN

von Lemma 3.20 durch Sy abschitzen. Wir erhalten damit also
wi_i(wy)li < em (|Dﬁ] 1|+ 1Dg, Af| + So+
| (e= -1~ IID@ sl +lagh)) -
Zusammenfassend bekommen wir fiir i # j
| Dg,wiy (wi)| < em (|Dg A7y | + D, Af|+

(e7*=11[Dg,ai_|" + | Dg,afl))
wi_(wy)li < em (|Dﬂ] 1|+ D Af| A+ Sot
Il (=== |Dg,a5_y| + lat]s)) -

(3.52)



Eine analoge Formel gilt natiirlich fiir w;(—w;). Fiir i # j konnen wir die Ableitungen von
a; durch
|Dg, P2 (Bi, —wi) a;

z| < |Dﬁjwf—1(wi)| + Tf |Dﬁja’};|
abschitzen. Wir erhalten also fiir ¢ # j, nachdem wir (3.52) eingesetzt haben, die Unglei-

chungen

Dy, P (Bi, —wi)af| < e (| Dy, Ap |* + [ Dy, AY |+
Il (e [Dg a3, [* + | Dg,afl)) + 77 | D, a|

| Dg, P(Biwi) aff| < e (|Dg, A [* + | Dg, A7+
[l (e~ |Dg,afy, |* + [Dg,ail)) + 71 [Dg,a3l.

(3.53)

Jetzt bilden wir die Ableitung von (3.36) fiir ¢ = j und beachten dabei Bemerkung 3.19.
Dann folgt

|P2 (85, —wj) aily 3|1 + | Dg; w3y (wy)| + 75 a1
|ds|y + e™9% (| Dg, A5_,| + | Dg, AY| + So+

Idll (e=*=1 | Dg,a_y| + lafh)) + 75 lafh

und es gibt wieder eine analoge Ungleichung fiir | P*(8;, w;) a}|1. Zusammenfassend erhalten

wir aus diesen Abschitzungen und aus (3.53)

|Ds, P2 (Bi, —wi) ai[* < |Dg, di|* + e~ (|Dg, A3y | + | D, A¥| + 635 So+
||| (e~ [Dg,a;_|* + |Dg,ap[*)) + 7 | Dgai|*

|Dg, B(Bi,wi) ai[* < |Dg, di* + e~ (|Dg, Ay | + [ D, Af| + 63 So+
Id]l (e ¥+t | Dy a |* + [Dgai*)) + i [ Dgag|*.

(3.54)

Nun addieren wir diese beiden Ungleichungen wieder wie in Lemma 3.20. Nach einigen

Vereinfachungen gelangen wir zu der Ungleichung
(3.55)  |Dg;a;[" + | Dg,af|"

= |Dﬁjdi‘* +e e DﬁjAf—1| + e ngA;?LH’ + 8y €% S +

Il (7 ™21 | Dy aiy[* + 7 e ne [ Dy |1).

Anschlieflend nehmen wir das Supremum iiber ¢ € Z und es folgt
(3.56) sug (|ngaf|* + |D5ja;‘|*) <|dj|1 + e Sp.
1€

Dieses Ergebnis konnen wir noch verbessern. Dazu multiplizieren wir alle Gleichungen in
(3.55) auBer der j-ten mit e*“i. Dann erhalten wir fiir ¢ ¢ {j — 1,4,/ + 1} die folgenden
Ungleichungen:

9% (|Dgyaf| + | Dy al) < 70T €20 Dy AL | 4+ e~ ¢ [ Dy AL, [+

Id[ e®s (e7 em %11 [ Dy | + e” ™ ™t | Dg i ) -



Fiirt =7 —1und 7 = j 4+ 1 bekommen wir dagegen

P (|Dﬁja;71| + |D5ja;-tl|)
< e—ocj_le_l Wi |DﬁjAj'—2| + e_ag_le—l eYivi |A;“1 4+

[ €% (e 5141 e= %5222 Dy al_,| + e~ N 1%L e 4 |al))
< e~ Y —1Wi—1 W) |DﬁjA§_2| + e YW1 |a3“~|1 +

Al (e ¢ %5191 =542 Dyt _o| 4+~ k)

und analog
e (\nga;+1| + ’Dﬂja?HD
< e YVt lasly + P AR TR ATy 1D, A%, | +
|d|| (@*0‘§+1w3‘+1 |a;j|1 4 MW oA 1WiHL o W2 |D/g].a}‘+2|) .
Wieder nehmen wir nun das Supremum iiber ¢ € Z mit ¢ # j und erhalten schliellich nach
einigen Umformungen die Abschéitzung
s e (1D + |Dyal) <l + e S

und zusammen mit (3.53) ergibt sich fiir ¢ # j

)

3.57 u
(357 Doja] < ot e (s + e Sp).

{ |D5jai9 < e~ YiWi g W) (’dj‘l + e W) SO)

Damit kénnen wir jetzt die Ableitungen der Integralterme J; abschéitzen. Aus (3.51) erhal-

ten wir ndmlich zusammen mit der obenstehenden Ungleichung (3.57)

Dt < et (eatusien g oo (g + e )| fir i - 1
b < el ()

|Dg, J7| < e*af”i(e*af“’i+6_a?+1wi+1>e*af‘”ﬂ'<|dj|1+e*af“’ﬂ' SO>||d|| fir i#j
el < em ¥ ldy] ||d]|

und damit ist die erste Behauptung des Lemmas bewiesen.

Wir wenden uns nun der Abschéitzung der Ableitungen der Restterme zu. Dazu miissen wir

wieder wie im Beweis von Lemma 3.20 die Terme A; genauer untersuchen. Wir schétzen

A

zuerst die Terme Dy, QF(53;, —w;) aj und Dg, Qf(B;,w;) aj' ab. Wir erhalten dann fiir die
gewichtete Summe dieser Ausdriicke fiir ¢ # j aufgrund von (3.52):

Dg; Qi (B, wi) aff|

Dy (—wi)| + € (17 | D] + ¥ | D)

— S .
e adw;

Dp, Q3 (B, —w;) af| + eove
e | Dyywiy (wi)| + et
< e [dy]y (€72 ([[d 4+ e ety gmeden | pmattiein) 4

e (e e ) ) e e Dy Q1 (B, —winn) @i

e e [ Dy Qg (B, winn) ]

IN




Die Abschiitzung fiir ¢ = j lautet wieder wegen (3.52) wie folgt.

e |Q3(B), —wy) a3+ e QY (B, wy) afh
< e Vi Q5 djl1 + e~ vi i |d3]y + e %vi [wi (W)l + e Gvi (r5laf|y + 75 laj]1) +
5 QR dfh + 5 gl e () + e (03 oty + ¥ o)
< e owi Q5 dj[1 +e —agwi Q5 5]y + e (r + 1) |dj|1 + e 2% S 4
e |d; ]y (||d]| + %" 4 €70 4 eT TR 4 em M)
e (6_@71%_1 1Dg, Q51 (Bs, —wj—1) @_y| + e %1914 Dy QY1 (B, wjs1) a?+1|> :

Wir nehmen das Supremum der beiden oben abgeschétzten Terme iiber ¢ € Z und erhalten
die Ungleichung

(358) s (e’ 1D, Q3G =) @il + e Dy, Qi (B el
1€

S e QI+ eI QY+ e sy e Sy

(Hd” + sup (’I“;9 —+ T;L -+ @_a?uwi + e—afswi)> ‘
i€Z
Damit kénnen wir die Ableitungen der Restterme R; und R} abschétzen. Zunéchst gilt

|Dg, Ri|* < [Dgywiy (wi)|" + [Dg, (P B (i, wi) af )" + | D, (B B (B3, —wi) a5)[*
| D, Bi[* < [ Do (—wi)[" + | D, (B B (B, wi) ai)[* + [ D, (B B (Bi, —wi) a7) [

Wir setzen jetzt die oben bewiesenen Abschitzungen in die Ungleichungen (3.52) fiir
|Dg,w;_ (w;)|* und | D, wj(—w;)|* und dann in die obenstehenden Ungleichungen fiir D, R;|*

ein. Dabei benutzen wir die Definition
Sl — —af Wi |Qs ds| + e—a;%wj |Q;¢ dﬂ + |dj|1 (e_aj_swj + e—a;.‘“wj) + 6—2ajwj SO +

s s (1l 4 sup o+ 4 o0 4 )
kEZ
von 57 und erhalten zunéchst fiir ¢ # j:

|Dp, Rf| < em®%i Sy +em Wi em it |dyy
|D5jR}‘| < MW G| 4 TN e pU |d;l5.

Fiir ¢ = j bekommen wir dagegen die folgenden Ungleichungen:

[Rsly < e (So + Sy + |ds|y [|d]) + 75 [y + it d5
Ryl < €7 (So+ Syt Idglu ldll) + 75 d|y + i [,
Damit ist auch die letzte Behauptung des Lemmas bewiesen. 0

Zuletzt werden wir noch Abschétzungen fiir die Ableitungen nach den System-Parametern

it bereit stellen. Dazu definieren wir w := inf;cz w; und o := min <<y a;.



Lemma 3.22 Fiir die Ableitungen nach u gelten die Abschdtzungen

—3aw

| Dpdil, [Diupp il < e
[DuBil, [Dgugy Bl < em?

gleichmdf$ig in j € Z.

Beweis. Zunichst folgt aus Lemma 3.16 und (3.32), dafl die Losungen zusammen mit ihren
Ableitungen nach (3, p) in V liegen. Auflerdem konnen die Ableitungen der Dichotomien
nach Lemma 1.1(ii) dank der vorgenommenen Koordinatentransformationen durch e~
abgeschitzt werden. Die Behauptung folgt dann leicht aus den Gleichungen (3.34), (3.37)

und (3.36). Die Details seien hier iibergangen. O

Damit konnen wir schliellich den folgenden Satz beweisen.

Satz 3 Wir konnen den Sprung =;(w, 1) in der Form

Eilw, ) = &Glw,p)+E2(n)
= (Wi, wig1), g1 (—wig1) + tipa (1, —wiy1)) — .
(Wilp, —wi), qim1(wi) + wia (p, wi)) +E°(1) + Ri(w, ).

darstellen. Fiir den Restterm R; und seine Ableitungen gelten die Abschitzungen:

[Ril < e™nest By e By 4 + ||
- ’Dﬁﬂ?A < e it |ngRf+l‘* + e i ’Dﬁij‘* + ’DﬂjJiu‘* + |Dﬁj‘]i8‘*
DR, DDy Re| < e

Beweis. Die Darstellung des Sprungs ¢; folgt aus Bemerkung 3.8 und Gleichung (3.20).
Die Abschitzungen des Restterms R; folgen aus den Definitionen der Integralterme J; und
der Restterme R;. Vergleiche auBerdem Lemma 3.22 fiir die Ableitungen von R; nach den

Parametern . O

Bemerkung 3.23 Die Fehlerabschdtzungen fiir die im Satz angegebenen Grissen R; und
J; finden sich in den Lemmata 3.20 und 5.21.

Zum Schlufl noch zwei Bemerkungen.

Bemerkung 3.24 Bis hierher war vorausgesetzt worden, dafl w; < oo fiir alle i € Z galt.
Tatsdchlich existiert der Limes w; — oo aller eingefiihrter Grifien. Dies sieht man leicht
anhand der Integralgleichungen (3.34) und der eingefiihrten Normen, denn die instabilen
Koordinaten w fiirt > 0 beziehungsweise die stabilen Anteile u?j-_l fiirt <0 der Losun-
gen (Wj_1,w;) konvergieren gegen Null fir w; — oo. Auflerdem gelten alle bewiesenen

Abschdtzungen auch im Limes.



Bemerkung 3.25 Die Gleichungen (3.16) - beziehungsweise (3.19) und (3.19) - und da-
her auch die Verzweigungsgleichungen sind dquivariant unter dem Links-Shift oy um N
Indizes. Dabei ist N die Anzahl der heteroklinen Orbits q;(t) entlang derer man Lésungen
sucht. Insbesondere im Fall eines homoklinen Orbits qo(t) sind die Verzweigungsgleichun-
gen dquivariant unter dem tblichen Shift o, denn dann ist ja N = 1. Fiir die Restterme

R folgt aus der Aquivarianz unter dem Shift oy

Ri(wv /vL) = Ri—N<UN(w>7 /vb)

und daher fir die Differenz zweier Restterme die Identitdt

(3.59) Ri(w, 1) = Rirn (w, 1) = Ri(w, ) = Ri(ox(w), 1)

fiir jedes k € Z. Ferner sind Lésungen x(w, p) von (3.16) mit of(w) = w periodisch; sie
umlaufen den heteroklinen Zyklus bestehend aus den N verschiedenen Orbits q;(t) insgesamt
k-mal, bevor sie sich schlieffen. Fs geniigt daher, die ersten kN Gleichungen modulo kN
zu losen, um derartige k-periodische Liosungen zu finden. Dies wird in den Anwendungen

in Abschnitt /.2 ausgenutzt.

3.4 Diskussion

In diesem Kapitel haben wir Lins Methode so modifiziert, daf§ zum einen auch Verzwei-
gungsprobleme mit hoherer Kodimension behandelt und zum anderen brauchbare Feh-
lerabschétzungen der Restterme bewiesen werden kénnen. Im wesentlichen erreichten wir
diese Ziele durch die strikte Trennung der zwei Komponenten der Verzweigungsgleichungen,
namlich des Separierens der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten und des Einflusses
der Riickkehrzeiten w. Um diese Trennung durchfiihren zu kénnen, waren wir gezwungen,
dem Problem angepafite Koordinaten zu wéhlen. Allein dieser Zwang verhindert die An-
wendung auf semilineare parabolische Gleichungen. Denn bereits der Koordinatenwechsel,
der zu W _(po) C RF} fithrt, wird die semilineare in eine quasilineare Gleichung transfor-
mieren. Vielleicht kann man trotz der hier sichtbar werdenden technischen Probleme diese

Methode auch auf partielle Differentialgleichungen anwenden.



4. Anwendungen der geometrischen und analytischen
Methode

4.1 Verzweigungen mit Kodimension eins

In diesem Abschnitt werden wir die Zentrumsmannigfaltigkeit anwenden, um Bifurkationen

mit Kodimension eins auf gewisse semilineare parabolische Gleichungen zu verallgemeinern.

Wir betrachten also die parabolische Differentialgleichung
(4.1) T+ Az = f(x)
unter der folgenden Voraussetzung (A).

(A) Es sei A sektoriell, f: X® — X € O fiir 3> 0 und f(0) = Df(0) = 0. Ferner sei
q(t) ein homokliner Orbit von (4.1).

Wie in der Einleitung bemerkt, werden zur Untersuchung der Dynamik in der Ndhe von
homoklinen Losungen oft Linearisierungen oder Quasilinearisierungen wie die Shilnikov-
Variablen (siche [13]) benotigt. Diese Werkzeuge stehen fiir unendlich-dimensionale Syste-
me nicht zur Verfiigung. Wir werden im folgenden Lemma sehen, dafl zumindest in einigen
generischen Féllen Linearisierungen auf der homoklinen Zentrumsmannigfaltigkeit moglich

sind, obwohl diese nur in C*? liegt.

Lemma 4.1 Es sei
(4.2) T+ Az = f(x), r e R"

mit f € CY fiir 3 > 0 und f(0) = Df(0) = 0. Der zugehdorige Fluf} heiffe ®(t,x). Das
Spektrum von —A besteht aus einfachen Eigenwerten o(—A) = {\°, A"} mit Re\® < 0 <
Re A" (insbesondere ist 2 <n < 4).

Dann existiert eine Abbildung h : Us(0) — R™ € C! fiir 6 > 0 klein mit h(0) = Dh(0) =0
und id + h konjugiert den Fluf ®(t,-) mit der Linearisierung e~t von (4.2).

Beweis. Zunéchst existieren die lokale stabile und instabile Mannigfaltigkeit W (0) und
W.(0) € CYP. Dann gibt es eine C*’-Abbildung g : Us — R™ mit g(0) = Dg(0) = 0, so
daB fiir den transformierten Fluf @, := (id + g)~' o ®; o (id 4 g) der stabile und instabile
Eigenraum invariant sind. Wir beachten hier, daf§ zwar das transformierte Vektorfeld nur
noch in C? ist, der transformierte Fluf &, aber weiterhin in O liegt. Die Existenz einer
Konjugation id + h von e und ®(1,-) mit 2(0) = DA(0) = 0 folgt dann aus Resultaten
von Belitskii [2, Thm. A, p. 276]. Denn setze dort G = A = F'(0) := e~ und F := ®(1, ).
Beachte aulerdem, dafl in der Notation von [2] mit T' = {{1},{2},{1,2}} folgendes gilt
(vergleiche [2, §3 ex. 2])

[(F, A7 176) — [e(Re)\S+ﬂRe)\“)7 e(Re)\“+6Re)\S)]



Deshalb folgt Re A*, Re A\* ¢ I(I",A; 1, 3) und die Voraussetzungen des zitierten Satzes in
[2] sind erfiillt.

Das Resultat fiir die Fliisse folgt nun wie in Hartman [22, IX.9]. Wir definieren
~ 1 ~ A~
id+h :—/ e o (id + h) o d(s,-) ds
0

Dann ist 2(0) = 0 und id+ Dh(0) = [ e** (id+ Dh(0)) D®(s,0) ds = id. Deshalb ist id+h
invertierbar auf Us(0) fiir § > 0 klein genug. Die Abbildung (id + h) ist eine Konjugation
von e~4* und (i)(t, -), vergleiche [22, IX.9]. Wir erhalten durch (id + g) o h € C* schlieBlich

die gewiinschte Konjugation von ®; und e~ U

Damit konnen wir die fiir das Shilnikov-Chaos bendétigten Differenzierbarkeitsvorausset-
zungen abschwiichen. So reicht zum Beispiel f € CY#(R") aus, um unter den iiblichen
Generizitdtsannahmen an das Vektorfeld Shilnikov-Chaos wie in [15, Thm. 2.1] nachzuwei-
sen. Tatséchlich werden die Differenzierbarkeitsbedingungen an die Nichtlinearitdt f nur
fiir die Linearisierbarkeit des Flusses um das Gleichgewicht herum gebraucht, vergleiche
etwa Deng [15, Rem. (c¢) nach Thm. 2.1} oder Tresser [10].

Wir kénnen daher mit Hilfe der Reduktion auf die Zentrumsmannigfaltigkeit Shilnikov-
Chaos fiir gewisse semilineare parabolische Gleichungen beweisen. Es gilt namlich das fol-

gende Resultat.

Satz 4 Die Voraussetzung (A) sei erfillt. Das Spektrum von —A zerfalle in o(—A) =
o (—A) U{N A} U o (—A) mit Reo**(—A) < ReA* <0 < Re\* < Red"(—A). Dabei
seten A° und \" einfache Eigenwerte. Py, Py und Py seien die zugehérigen Spektralpro-
jektionen. Der homokline Orbit q(t) besitze exponentielle Dichotomien P*(t) und P°(t) fiir
t >0, sowie P*(t) und P<(t) fir t < 0 mit den iblichen Bigenschaften (2.2) und (2.3).

Ferner erfiillen diese Projektionen die Gleichung

RP'(0) & (RPP(0) & RPY(0)) = X°
RP*(0) @ (RP'(0) 8 RP(0)) = X°

und es gelte einer der folgenden drei Annahmen.
(1))  Im A, ImA* # 0 und Re A\* # Re \"
(1)) Im A #0, \* € R und [Re \*| < \“
(i) Im A" #£ 0, A* € R und |A°| > Re \“.

Dann ezistiert eine Zentrumsmannigfaltigkeit W¢, . fir (4.1) und die Resultate von Tresser
[/0] und Deng [15] gelten fiir den Fluf$ auf W¢, . und damit fir das volle System (4.1).

Insbesondere ezistieren daher Hufeisen in der Nihe des homoklinen Orbits q(t).



4.2 Verzweigungen mit Kodimension zwei
4.2.1 Die Orbit-Flip Verzweigung

Die Orbit-Flip Verzweigung ist dadurch charakterisiert, daf fiir 4 = 0 ein homokliner Orbit
q(t) an ein hyperbolisches Gleichgewicht existiert, der in der stark stabilen - oder der stark
instabilen - Mannigfaltigkeit enthalten ist. Wir wollen nun die entstehenden Verzweigungen

untersuchen. Betrachte also die gewohnliche Differentialgleichung
(4.3) T+ Ax = f(x,¢€) (r,e) e R" x M

mit f € C*™ fiir k > 2 und f(0,¢) = D, f(0,0) = 0. AuBerdem sei n > 3 und M C RP mit
p > 2 sei eine offene Umgebung der Null.

(H1) Das Spektrum von —A sei von der Gestalt o(—A) = {—X°(¢)} U 0**(—A) U o%(—A)
mit Reo®*(—A) < —a® < —A%(¢) < —a® < 0 und Reo“(—A) > 0 fiir alle € € M.

Ferner sei —\*(¢) ein einfacher Eigenwert.

Wir wéihlen dann Koordinaten wie in Abschnitt 3.3. Insbesondere sind dann die zu der
Spektralzerlegung von o(—A) gehorenden Projektionen unabhéingig von e. Wir bezeichnen
diese Projektionen mit Qf, F;® und Fj'. Ferner sei Pj = Q§+ F;®. Wir nehmen 0.B.d.A. an,
daB alle Eigenrdume paarweise senkrecht aufeinander stehen. Die Spektralprojektionen sind
daher insbesondere orthogonale Abbildungen. Aufgrund der Koordinatenwahl ist die lokale
stabile, stark stabile und instabile Mannigfaltigkeit in dem entsprechendem Eigenraum

enthalten. Weiterhin gelte

(H2) Es sei ¢(t) ein homokliner Orbit von (4.3) fir ¢ = 0 mit ¢(0) € W**(0). Ferner
gelte fiir die exponentiellen Dichotomien P*(t) fiir ¢ > 0 und P*(¢) fiir t < 0 der
Variationsgleichung © + Av = D, f(q(t),0) v entlang von ¢(t) folgendes:

RP*(0) N RP“(0) = span ¢(0).

Wir bezeichnen mit ¢(t) wieder die - bis auf konstante Vielfache - eindeutig bestimmte
beschrinkte Losung der adjungierten Variationsgleichung; vergleiche Abschnitt 3.2.
Wir setzen Q%(0, —Q)¢(—Q) # 0 voraus. Dabei haben wir Lemma 1.8 auf die ad-
jungierte Variationsgleichung angewendet (Q2(0,—) entspricht dort der Abbildung

Q*(0, =€),

Die Voraussetzung iiber 1(t) bedeutet, dafl ¢(¢) sich generisch verhélt fiir t — —oo. Ins-
besondere ist die exponentielle Konvergenzrate von ¢ (t) grofler als —a®. Dann kénnen
wir Lemma 3.3 anwenden und erhalten Losungen ¢(t) + u(e,t) € W?(e,0) fur ¢ > 0 und
q(t) + u(e, t) € WH(e,0) fiir t < 0. Die Ableitung des Sprungs £(e) = (e, 0) — u(e, 0) an
der Stelle € = 0 ist nach Lemma 3.3 durch das Melnikov-Integral

[e.9]

(4.4 D.&=(0) = [ {w(t).D.fa(t).0)) s

—00



gegeben. Es gilt dann die folgende Bemerkung.

Bemerkung 4.2 Es existiert ein v°(¢) € RQj§ mit v¥(e) € C* und folgenden Figenschaf-

ten:
0%(6) = limy e " (g(t) + (e, )
lq(t) + ule, t) — e X3 (e)] < Clemmin(@™2X*(O)

Diese Abschitzung gilt auch noch fiir die Ableitung nach t. Ferner ist v(0) = 0.

Beweis. Die ersten Behauptungen folgen aus Lemma 1.7. Da u(0,-) = 0 ist, liegt auch
q(0) + u(0,0) = ¢(0) € W*5(0) in der stark stabilen Mannigfaltigkeit fiir ¢ = 0. Daher ist
v(0) =0, denn v(e) € RQ§ und W (e,0) C RQE. O

loc

Wir zeigen jetzt, dafl fiir generische Vektorfelder f tatséchlich D.v(0) # 0 ist. Dazu definie-
ren wir wieder exponentielle Dichotomien Q*(t) und Q*(¢) fiir die Linearisierung entlang
des homoklinen Orbits fiir ¢ > 0 und € = 0, die die Spektralprojektionen )j und @’
fortsetzen. Wir kénnen Q°(0) C Y wahlen, da span ¢(0) C @Q**(0) ist.

Bemerkung 4.3 FEs sei

(Q°(t) + P(t)) t=>0

K(t) := P(Y,Z @ spanq(0)) T(0,t) - { Po(t) t<0

wobei T'(t,s) die Fundamentallosung der Linearisierung des Vektorfelds entlang q(t) sei.
Dann gilt fiir ein v # 0

/ Q*(0) K () Dof(q(t),0)dt = v- D*(0).
Hier werden RQ®(0) und RQ§ mit Hilfe des Skalarprodukts kanonisch mit R identifiziert.

Beweis. Zunichst existiert das Integral [*°_T'(0,t) Q*(t) D.f(q(t), 0) dt wegen der Abschétz-
ungen |D.f(q(t),0)] < Clq(t)] < Ce " und |T(0,t) Q*(t)] < Ce™t. Weiter folgt aus
Lemma 3.2, da die Q*(0)-Komponente von ¢(0) + u(e, 0) durch

Q°(0) (q(0) + u(e, 0)) = Q*(0) P(Y, Z ® span ¢(0)) -
(/0 T(€,0,t) P(e,t) g(t,u(e, t),€) dt + / T(e,0,t) P*(e, 1) §(t, ti(e, ), €) dt)

—0o0

gegeben ist. Zum anderen ist das eindeutig bestimmte iiber QF° (¢(0) + u(e,0)) liegende
Element der stark stabilen Mannigfaltigkeit bei t = 0 durch einen Ausdruck der Form

a(0) + Q**(0) ule,0) + [ T(0,6)Q*(t) (f (alt) +w*(e,t) + h(t, Q**(0) u(e,0),€), ) -
Fa(t),0) = Do f(a(t),0) (w*(e.1) + h(t, Q**(0) u(e,0),¢)) ) dt



gegeben. Die Abbildung h erfiillt dabei hA(t, Q**(0)u(0,0),0) = 0. Ferner ist w*(e, t) der
stark stabile Anteil der Losung q(t) + w* (e, t) + h(t, Q**(0) u(e,0),€) mit w*(e,0) =
Q**(0) u(e, 0) und es ist insbesondere w**(0,0) = 0.

Die Ableitung der Differenz der beiden oben beschriebenen Ausdriicke nach € an der Stelle
¢ = 0 stimmt nun mit dem Integral [*°_ Q*(0) K(t) D.f(q(t),0) dt iiberein. Daher gibt der
Integralterm die lineare Anderung des Abstandes von ¢(0) 4 u(e, 0) von der stark stabilen
Mannigfaltigkeit beziiglich Anderungen von e an. Auf der anderen Seite haben wir in der
Néhe des Gleichgewichts nach Lemma 1.7 die Darstellung

(45)  Qulet) =N y(e) + / TN Q3 lg(r) + ule, ), ) dr

fiir ¢ > Q. Wir beachten nun, daf§ wir W*

loc

Ableitung des oben stehenden Terms nach e an der Stelle € = 0 wegen v*(0) = 0 gegeben
durch

(6,0) C RQ§® angenommen haben. Dann ist die

Qg Deu(0,t) = e A0 D.v%(0) —1—/00 —A*(0)(t=7) Qo D f(q(7),0) Qf Deu(0, ) dr.

Ferner gilt Q§ D.u(0,t) € span Q§ D.u(0, Q) fiir t > Q. Daher sind D.v(0) und der Integral-
ausdruck [ Q*(0) K(t) Dcf(q(t),0) dt linear abhéngig. Falls einer der Terme verschwin-
det, mufl der andere Ausdruck wegen (4.5) und der Bedeutung des Integralterms ebenfalls

Null sein. Damit folgt die Behauptung des Lemmas. U

Damit konnen wir die Voraussetzung iiber die Abhéngigkeit der Nichtlinearitat f von den

Parametern e formulieren.

(H3) Die beiden Vektoren [ (4(t), D.f(q(t),0))dt und [°°_ Q*(0) K(¢) D.f(q(t),0)dt

seien linear unabhéngig.

Wir beachten hier, daf§ diese Annahme generisch ist. Tatséchlich sind die Funktionale
[ ((t),-) dt und [T )*Q°(0)*, -) dt unabhéngig, denn der Kern von () enthélt
nach Definition den Unterraum RP?(t), wihrend K (¢)*Q*(0)* auf RQ*(¢) fiir £ > 0 nicht
identisch verschwindet.

Aufgrund von Bemerkung 4.3 sind dann auch [~ _(¥(t), Df(g(t),0)) d¢t und D.v*(0) linear

unabhéngig. Nach einer geeigneten Parametertransformatlon = p(e) in M gilt daher
(46) = i)

po = &(n).
Wegen Gleichung (4.4) und aufgrund der linearen Unabhéngigkeit ist ndmlich der Rangsatz

in [3, Satz 5.4] anwendbar.

Bemerkung 4.4 Tatsdichlich kénnen wir auch direkt D.v(0) # 0 voraussetzen, denn 1)(t)
operiert wie beschrieben stets auf dem Komplement der Summe TyyW*(po) + Ty W™ (po)



der Tangentialriume der invarianten Mannigfaltigkeiten entlang des homoklinen Orbits.
Dagegen hingt D.v(0) nur von dem Fluf$ innerhalb der stabilen Mannigfaltigkeit ab. Daher
sind das Melnikov Integral und die Ableitung D.v(0) generisch linear unabhdngig. Hier
haben wir wieder RQ, C R identifiziert.

Bevor wir die ersten Verzweigungsgleichungen aufstellen, eine weitere Voraussetzung.

(H4) Es sei 0%(A) = {\"(¢)} U 0" (A) mit Rec™(A) > o™ > X%(¢) > a® > 0 und A\“(e)
sei einfach. Dann konnen wir erneut

vi(e) == lim e @ (q(t) + e, 1))

t——o00

definieren, vergleiche Lemma 1.7. Es sei v*(0) # 0 und Q¥%(0,Q2) ¢ (£2) # 0, vergleiche

wieder Lemma 1.8.
Nun folgt das angekiindigte Lemma.

Lemma 4.5 Die Voraussetzungen (H1) bis (H4) seien erfillt. Ferner sei \*(0) < .

Dann erhalten wir die folgenden Verzweigungsgleichungen in den Parametern
Ei(w7 ,u) = [ ¢ (,u) e 22 (Wwi + CQ(N) e A (Wwi + e+ Ri=0
mit ¢1(0), c2(0) # 0. Fiir die Fehlerterme gelten die Abschitzungen

R, = 7%1 +0 (e—Qa“wiH (e—(a““—a“)wiH +e min(asﬁa“)wi+1)_|_
’/Lﬂe—%‘swi(e_mm( ot 0o | g (ass_as)wi) n e_asswi(e_asswi n e_(as+au)wi))
ijRZ' = Dﬁj']éi + 5(i+1)j O (6 2at “’”1(6 (@"—a")wips 4 o= min(as’au)w”l)) +
533 O (ljfe2o (e e ol (oo
(e=20%w: 4. gmattwi (gm0 wi 4 ef(a“ra“)wi))

und fiir ein v >0
Dy R;, DD, Ry = O™ Zminletatitne),

Beweis. Betrachte die Formel fiir die Spriinge =; aus Satz 3. Wir miissen nur zeigen, dafl
wir (1 (1, —r), () (1)) nd (D0, wign), @(—wis1) + (i, —wis1)) in der im Lemma
angegebenen Form darstellen kénnen. Zunéchst konnen wir die Losungen der adjungierten

Gleichung wegen Lemma 1.8 wie folgt entwickeln.

<4.7>{ () — N DG 1, ) (11, )

< ot g (et
|¢(uawi+1)—6 MmN Qe(u, Q) P(u, Q)] < em i e (@Tain,

Die gleichen Abschétzungen gelten auch fiir die Ableitungen nach p und w;. Aufgrund von

Lemma 1.7 gilt weiterhin

(4.8) q(wi) +u(p,w) = pe X0+ 0(e *a““”)Q“ + O e
. q(—wir1) +0(p, —wip) = e MW yu(y) 4 Qe 20" Wit 4 gma™ (wirt)



und wieder erhélt man die gleiche Abschitzung fiir die Ableitungen nach g und w;. Aus
(4.7) und (4.8) folgt dann

(W (p, —wi), g(wi) +U(u,wi)>
= (VO (, — Q) (s, — Q) O ey,
e 09 O B 4 O ufe2 )
= (T @, Q) (gt~ ) e )
O (€7 4 e ) (| e e )} 4 O (|puyfe2 e )
=y ca(p) eI 4
O (\ul\e_zas“’i(e_ min(a®,a®)w; | e_(ass_o‘s)wi) + e_ass“’i(e_o‘ss“’i + e_(“”o‘u)wi)) .

Beachte dabei, dafl nach Lemma 1.8 und aufgrund der Orthogonalitdat der Spektralprojek-
tionen die Abbildung Qi(,u, —Q) Werte in RQ§ annimmt. Nach Voraussetzung ist ferner
c1(p) # 0. Ebenso erhalten wir fiir den anderen Term

(ks wit1), g(—wir1) + @y, —wis1))
= (I Q1 ), D) + O (R e
e A (Wwit v () + O(e =20 (p)wit1 _|_€—a““(u)wi+1)>
= (e MR QU Q) h(p, Q), e NI (1)) +
O (tfau‘“"“(efzo‘u“””rl + efaww”l)) +0 ((e’o‘w"”+1 + e*(o‘smu)‘”"“)e’auw”l)
= cy(p) e 2\ (Wwit1 L O (e—2a“wi+1(e—(a““—a”)wiﬂ +e min(as,a“)wiﬂ)) )
Wieder ist nach Voraussetzung co(p) # 0. Die Abschétzungen fiir die Ableitungen verlau-

fen analog. Damit ist das Lemma bewiesen. U

Fiir den Fall A*(0) > A*$(0) benotigen wir zusétzlich zu (H4) noch weitere Voraussetzungen.

(H5) Es sei 0%°(A) = {—=X**()} U 0" (A) mit Reo”(A) < —a" < —=A**(u) < —a*® und
—\*(¢) sei einfach. Dann sei ¢(0) ¢ W7(0) und Q*5(0, —Q) 1)(—Q) # 0. Dabei haben
wir die Projektion P* diesmal entsprechend der obenstehenden Spektralzerlegung in

Q4§ + QF° + Fj unterteilt und zugehdrige exponentielle Dichotomien definiert.
Dann gilt das néchste Lemma.

Lemma 4.6 Die Voraussetzungen (H1) bis (H5) seien erfillt. Ferner sei diesmal A*(0) >

A*$(0). Dann erhalten wir die folgenden Verzweigungsgleichungen in den Parametern

Zy(w, 1) = g é(p) e 4 oy () e VTR OMG L gy o Wi Ly LR — ()



mit ¢(0), ¢1(0) und é9(0) # 0. Fir die Fehlerterme gelten die Abschitzungen
R = 7~zz +0 (6_20‘%”1 (e_(o‘uu_au)wi“ + 6_0‘5“’”1)4-
|M1|6—2aswi (e—aswi + e—(ar—as)wi> 4 e 20 w; (e—aswi 4 e—(ar—ass)wi))
Dy;Ri = Dy Ri+8iy; O (72"t (em (0 meim y emeenn)) 4
5ij 9] (‘Ml‘6—2aswi(e—aswi + e—(a”—as)wi) + 6—2asswi (e—aswi =+ e—(aT—ass)wi))

und des weiteren fir ein v > 0

D,Ri, DD, R; = O(e 2 t%),

Beweis. Wir miissen wieder die Skalarprodukte aus Satz 3 entwickeln. Die Aussagen iiber
den von w;;; abhéngigen Anteil folgen wie im vorherigen Lemma 4.5 und werden hier
nicht nochmal wiederholt. Wir zeigen also die Behauptungen iiber den von w; abhéngen-
den Anteil. Aus Lemma 1.8 folgen wieder die Entwicklungen von 1 (-). Beachte, dafl nach
Voraussetzung A*(0) > A**(0) ist. Wir erhalten

(4.9) by, —w;) = 6’”( )(‘”'*”)QS(M, —Q) Y, —Q)+
' ) 25, —2) (1, ~2) O (e el rah)

Aus Lemma 1.7(i) folgt weiter

(4 10) { q(wz) + u(u, wi) = Iy 6_)\5(#)%‘ + e—A”(O,ﬂ)wi ,Uss(lu) + O(e_arwi)Pg—{—

0] (|M1’(e—a”wi + e—2a5wi) 4 e—?a“wi) ]

Aus (4.9) und (4.10) folgt dann

(W, —wi), q(ws) + ulp, w;))

= (e (1, —Q) (g1, — ) + NI Q3 (1, ) g, — Q)+
O (e_a R G )wi) N D OV v (1) + O(e="“ ) Pr +
O ([ (e 4 720 72070

- <€_A (06D Q3 (1, = Q) ¥ (p, = Q) + e WD Q2o (1, —Q) (1, —Q),
puy e N g oA O gy > +
O (e 4 e~ @ e™en) (| |e™ ™ 4 e7@7)) +
O (|p|e 2 wi(em i 4 em (o mafwny | gm20twi(pmatwi g pm2(a”—atwiy)

= g é(p) e W g () e OO
O (| e (70"  em (@7 m0%wn) g om0 (matwr | (@m0

Hier beachten wir wieder, dafl nach Lemma 1.8 die Abbildung Qi(,u, Q) + fo(,u, -Q)
Werte in R(Q§ + QF°) annimmt. Nach Voraussetzung sind ¢(p) und ¢é;(p) ungleich Null.
Die Abschéitzungen fiir die Ableitungen verlaufen wieder dhnlich. Damit ist das Lemma

bewiesen. 0



A*(0)
A% (p)

Bemerkung 4.7 Wir kénnen mit der Zeittransformation t — t = 7 und einer geeig-

neten Parametertransformation die Normierungen

alp) =1 c2(0)

> 0 A(p) = X%(0)
op) = -1 ¢1(0) > 0

gleichmdf$ig in p erreichen.

Wir wollen anschliefend die in den beiden Lemmata erhaltenen Verzweigungsgleichungen

losen. Dazu fithren wir neue Variablen ein.

Definition. Wir definieren mit w := min;cz w;

¢ 2SS ASS O,A L
(411) r = e_ZAS(O)W a; = 6—2/\5(0)(wi—w)
i 672/\5(0)%'

Dann ist insbesondere r; = a; r und es gilt a; € [0, 1]. Auflerdem sei @ = «(0) und g = 3(0).

Ferner benennen wir den Vorfaktor ¢(u) := ¢o(p) um.

Wir werden in den beiden folgenden Lemmata die Verzweigungsgleichungen und die Rest-

terme in den neuen Variablen a; und r angeben.

Lemma 4.8 Die Voraussetzungen (H1) bis (H4) seien erfillt. Ferner sei A*(0) < a*®.
Dann gilt
Zia, 7, 1) = pragr + () (@i )W 4 o + Raa, 7, p) = 0

mit ¢(0) > 0. Ferner ezistiert ein v > 0, so daf$ gilt
R;=0 <(a;/2 + a}ﬁ)(,ulr + r”"‘)r”) .

Fiir A*(0) < A*(0) gelten dariberhinaus gleichmdifiig inr > 0 und a; € (0, 1] die Abschditzun-
gen
DyRi = O (ulr+11+)
D,Ri, DuDy,Ri = O(r1*).

Beweis. Wir beachten im folgenden die Normierungen aus Bemerkung 4.7 und der oben-
stehenden Definition. Zuerst setzen wir die Ungleichungen aus Lemma 3.20 und 3.21 in
die Abschéitzungen aus Satz 3 und Lemma 4.5 ein. Die einzigen noch nicht abgeschéitzten
Terme sind r* und r*. Dies waren die Konvergenzraten der exponentiellen Dichotomien
gegen die Spektralprojektionen und ihrer Zeitableitungen gegen Null. Tatséchlich kénnen
wir diese Raten durch

*(wi)

r K (g e @i gm0 wi o g(a7+at)w)
r(w;)

K e~o"wi

IA A

7,8
Tu



abschétzen. Fiir die Konvergenz der exponentiellen Dichotomien folgt dies unmittelbar aus
Lemma 1.1(iii). Um die Zeitableitungen abzuschétzen, verwenden wir wieder die Zeitskalie-
rung 7 = (14/) t. Aus dem Beweis des dritten Teils von Lemma 1.1, der Differenzierbarkeit

nach dem Parameter § und der Ungleichung

K (et +e 27 fir t>0Q
K et fir ¢ < -0

|D:D, f(q(t) +u(p,t), p)

<
DDy f(q(t) + ap, 1), p)| - <

folgen dann die obenstehenden Abschéitzungen fiir die Ableitungen nach ¢. Nachdem wir
auch diese Ungleichungen fiir 7° und r* in die Restterme eingesetzt haben, erhalten wir

nach einigen Umformungen
ngRi = O (aj(|,u1|7” + 7"1+a)7“’y) .

Wir miissen schliefilich noch die Kettenregel anwenden

d _dw]' dT’j d 1 d

da; — drj dajdB; — X(u)a; df;

und die Behauptungen folgen nun unmittelbar. O

Lemma 4.9 Die Voraussetzungen (H1) bis (H5) seien erfillt. Es sei A*(0) > A**(0). Dann
qgilt

Zia,r, 1) = =g agr + e () (ar) P 4 e () (@i 7)Y 4 s + Ria, ) = 0

mit ¢1(0) > 0 und ¢(0) # 0. Auflerdem gilt «(0) > [((0). Ferner existiert ein v > 0, so
daf die Restterme R;(a,r, ) gleichmdfig in r > 0 und a; € (0,1] durch

)

Dy, R; = O(r”(mﬂr—i-rl*ﬁ))

R = O((a*+alD)(lmlr +r1+97)

und
D,R;, D,D,;R; = O(r'*)

abgeschdtzt werden kénnen.

Beweis. Wir verfahren wie im Beweis von Lemma 4.8, nur dafl wir hier die Abschétzungen
natiirlich in Lemma 4.6 anstelle von Lemma 4.5 einsetzen. Wieder beachten wir Bemer-

kung 4.7 und die obenstehende Definition. Die behaupteten Aussagen folgen dann leicht. [J

Nun wollen wir die Verzweigungsgleichungen losen.

Satz 5 Die Voraussetzungen (H1) bis (H4) seien erfillt. Dann gilt:



2
1-per

1-hom H1

Abbildung 15: Homokline Fortsetzung (1)

(1) Homokline Fortsetzung. Es gelte A*(0) < A*(0).
Dann verzweigen keine N-homoklinen oder N -periodischen Liosungen mit N > 2.
Das Verzweigungsdiagramm sieht wie in Abbildung 15 aus. Fiir jeden Parameterwert

in dem schraffierten Bereich existiert genau ein I1-periodischer Orbit.

(2) Homokline Verdopplung. Diesmal sei X\*(0) < A*(0) < o®®.
Dann erhalten wir das Verzweigungsdiagramm aus Bild 16. Die Verzweigungskur-

|>\“(0)/(/\“(0)—>\5(0)

ven haben das asymptotische Verhalten ps =~ |u ) in den normierten

Parametern p.

omokline Kaskade. Fs gelte zusatzlich noc und es sei < .

3) Homokline Kaskade. Es gel lich h (H5 d . A%(0) < A*(0
Dann bekommen wir das Diagramm aus Abbildung 17. Insbesondere ezistiert ein of-
fener Bereich im Parameterraum, in dem wir Shift-Dynamik im Phasenraum finden.

Die Verzweigungskurven fiir die Periodenverdopplung und die Falten-Linie haben in
A%2(0)/(X**(0)=A*(0))

den Parametern p diesmal das asymptotische Verhalten po = |y

Die den N-homoklinen Orbits entsprechenden Parameterkurven haben die Asympto-
tik pg ~ |py MO/ O=NO) - Die Verzweigungsrichtung wird durch das Vorzeichen
von ¢2(0) bestimmt (in Abbildung 17 ist ¢o(0) < 0).

Beweis. Wir beweisen die drei Falle der Reihe nach.

Zunéchst betrachte die “Homokline Fortsetzung”. Dann haben die Verzweigungsgleichun-
gen nach Lemma 4.8 die Gestalt

Ei(a7 T, M) = p1a; T+ C(lu) (a’i-‘rl T)H_a(u) + po + Ri(aa T, ll) =0
mit
Ri = O (@) + ai}) (il + )

fiir ¢ € Z. Wir setzen zuerst ¢ = 1 und suchen 1-periodische und 1-homokline Losungen.
Die resultierende Gleichung

Z(r, 1) = e(p) r W 4oy + Oy =0



per-fold H2

1-hom 5

1-per
2-hom

per-doubling

2-per

Abbildung 16: Homokline Verdopplung (2)

per-fold per-doubling
Shift-Dynamik

N-hom VN

1-hom M1

Abbildung 17: Homokline Kaskade (3)

kénnen wir mit dem Satz iiber implizite Funktionen nach py auflosen. Beachte hierbei, daf3
nach Voraussetzung a(p) < 0 gleichméfig in p ist. Deshalb erhalten wir das Diagramm 15
zumindest fiir die einmal umlaufenden Losungen. AnschlieBend betrachten wir Losungen
mit mehr als zwei Umléufen. Wir ziehen dann die erste und zweite Gleichung voneinander
ab und erhalten als Resultat (beachte ag = 1)

Zo(ar, 1, 1) = Ea(ar, ) = () O (1 = ) 1 O = 0.
Nun multiplizieren wir mit r~(+*®) durch und erhalten schlieBlich
¢(p) (1= a" ") +0(7) = 0.

Diese Gleichung ist wegen ¢(0) > 0 nur durch a; = 1 16sbar. Analog erhalten wir a; = 1 fiir
alle 7 und damit existieren nur Losungen mit einem Umlauf nach Bemerkung 3.25. Dabei
ist wichtig, da8 der Restterm O gleichméfig in ¢ € Z abgeschéitzt wurde. Damit ist die



erste Behauptung bereits bewiesen.

Als néchstes betrachten wir die “Homokline Verdopplung”. Wieder suchen wir zuerst die

1-periodischen Orbits. Die zugehorige Gleichung ist
g+ c(p) T 4+, + R(a, 7, p) =0,

die wir wieder nach puy auflosen. Die Losung pi(pq,r) leiten wir nach r ab und erhalten

*

Ciilf (1L + O (|| + 7)) = g1 + (1 + () c(p) 7% + O (7 (|| + 7)) .

Daher verschwindet % entlang der Kurve
= —(1+a(p) e(p) r*® + O(r**)

und wir erhalten fiir die asymptotische Form der Falte schliellich fiir ein C' # 0

14+a(0)
po R | o0

Anschlielend betrachten wir Orbits mit zwei Umldufen. Die entsprechenden Gleichungen
sind

(4.12) {

Diese Gleichungen miissen wir gleichméBig in a € [0, 1] 16sen. Die erste Gleichung kénnen

ola,ro ) = pyr 4 c(p)atteW pitew 4oy 4 Ro(a,rpn) =0
1(&, r, :u) = Hrar + C(:u) TH_a(u) =+ 2 + Rl(av T, :u) =0.

(11 [1]

wir erneut nach py auflésen. Anschlielend subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander
1 (1 —a)r +c(p) (a'Few — 1)+ L Ro(a,r, 1) — Ry(a,r, 1) =0

und dividieren diese resultierende Gleichung durch (1 — a)r. Dabei beachten wir, daf nach
Gleichung (3.59) in Bemerkung 3.25 und der Abschétzung von D, R in Lemma 4.8 folgendes
gilt

Ro(a,r, 1) = Ra(a,r, 1) = (1 = a) O (r(|pulr +1r777)) .
Deshalb erhalten wir die Gleichung

1 — gltew)

O (| + %) =0,

p1 — ()

1—gltaln)
l1—a
Abschétzung fir D, R nach p; auflésen konnen. Dabei beachten wir

die wir wegen der Stetigkeit des Ausdrucks — 1+ a(p) fir a — 1 und der

d /1= qgltew) 1

fiir a — 1. Daher ist dieser Vorfaktor stetig differenzierbar fiir a € [0, 1]. Damit erhalten

wir 2-homokline Losungen fiir @ = 0 und einen differenzierbaren zwei-parametrigen Zweig



bestehend aus 2-periodischen Losungen fiir @ € (0,1) und r > 0.

Zuletzt untersuchen wir die “Homokline Kaskade”. Die Verzweigungsgleichungen sind von
der Form
(4.13) Si(a,r 1) = —p air + & (p) (ai )P 4 gy + Ri(a, 1) =0

und entkoppeln daher in niedrigster Ordnung. Hier haben wir den Term & (p) (a;41 r)'+®
wegen «(0) > ((0) in den Fehlerterm hineingesteckt. Die periodischen Losungen mit einem
oder zwei Umlédufen erhalten wir mit den gleichen Methoden wie im zweiten Fall. Dies sei
hier nicht weiter ausgefiihrt. Wir beweisen nun die Existenz von Shift-Dynamik. Dazu
wéhlen wir diesmal die gleichen Koordinaten wie in (4.11) allerdings mit dem Unterschied,
daB w in der Definition von r nicht notwendigerweise das Minimum der Variablen w; sein
muf. Mit anderen Worten wéhlen wir zunéchst die Variablen r» und a; mit ¢ € Z unabhéngig
voneinander. Die Abschitzungen bleiben davon unberiihrt. Wir 16sen jetzt zunéchst die
Gleichung

(1, p2) = (é1(p) rﬁ(“)7 bér(p) T1+ﬁ(u))

nach (p1, o) auf. Dies ist moglich, da wir die rechte Seite fiir r < 0 stetig durch Null

fortsetzen konnen und wegen

4 o0 = W) 5 gy op800-5)

du du

fiir jedes 0 > 0. Deshalb erhalten wir stetige Losungen (uf, pi3)(b, ), die sogar differenzier-
bar fiir r > 0 sind. AnschlieBend setzen wir (pi, u3)(b,r) fir (uy, u2) in Gleichung (4.13)
ein, wobei wir B(u*(b,r)) mit B(b,r) bezeichnen. Dann folgt

—m a7+ () (@) T s+ Ry(a,r, )
= —&1(b,r) a7 PO £ &y (b, r) o) PO P 1HOON) L p e (b, r) PO LR (a, T, )
= ¢y(b,r) PO (a,}w(b”) —a; +b+ O(r”)) :

Es ist also ausreichend, die folgenden Gleichungen zu losen.

(4.14) a7 a4+ b+ 0() = 0,

7

wobei der O-Term stetig in 7 und b ist. AuBlerdem gilt fiir a; > 0 > 0 fiir alle j € Z die
Abschétzung D,O = O(r7). Dies folgt aus Lemma 4.9. Insbesondere kénnen wir den O-
Term fiir » < 0 differenzierbar durch Null fortsetzen, sofern nur die Variablen a; von Null
weg beschrankt sind. Wir betrachten (4.14) fiir » = 0. Dann sind die nunmehr vollstandig
entkoppelten Gleichungen von der Gestalt f(z) = 0 mit

Dann hat die Funktion f die Eigenschaft f(0) = f(1) = b und es existiert ein eindeutiges

1

Minimum z, = (1+3(b,0)) #®0 € (0,1) von f mit Funktionswert f(x,) =b—3(b,0) (1+




f(z) = 214800 g 4 p T 7

B(b, O))_(Hm). Ferner ist f'(z) # 0 fir z # z, und = € (0,1). Wir wéhlen jetzt b wie
folgt
(415) be (77077]1)7

mit 7; := min, (ﬁ(u) (1 +ﬁ(u))_(l+ﬁ)> und 7, > 1o > 0. Insbesondere ist dann das
Intervall (19, 71) nicht leer. Aulerdem besitzt f dann gleichméfBig in b € (19, 7:1) genau zwei
Nullstellen z(b) und z; (b) im Intervall [0, 1]. Die Nullstellen erfiillen f'(x (b)), f'(x1(b)) # 0
und sie liegen tatséchlich in einem Intervall [1, 1 — 7] fir ein 7 = 7(ng, m1) > 0.

Es sei jetzt

Yi={s=(sk)rez/ sk € {0,1} }

und der Shift o operiere wie iiblich durch Linkstranslation der Elemente s; auf 3. Fiir jede

Folge s € ¥ 1osen wir jetzt das Gleichungssystem (4.14)

f(ai, b) + O(Tw) =0
0i(0) = 24, 0)

gleichméBig in b nach a = (a;) auf, wobei (4.15) erfiillt sei. Wegen der obenstehenden
Bemerkung iiber die Differenzierbarkeit des Restterms und der Eigenschaften von f kénnen
wir ndmlich den Satz iiber implizite Funktionen anwenden. Das Losungsintervall fiir r ist
dabei unabhéngig von s, da die Restterme gleichméflig Lipschitzstetig in a sind. Fiir festes

r > 0und b € (19, ) erhalten wir also eine Abbildung

S: ¥ — S(X)cR"
s — ov(w(brs),u (br);0).

Die Zuordnung a*(s) — s ist bijektiv und stetig in der {iblichen Norm auf ¥, also ein

Homdéomorphismus. Aus [29, Lemma 3.4] folgt auflerdem, dafl die Abbildung
a— v(w(a),p,0)

stetig ist. Deshalb ist S ein Homdomorphismus von ¥ auf S(X) fiir alle (r,b) im Defi-
nitionsbereich. Dafl die Zuordnung S schliellich die Poincaré-Abbildung und den Shift o
konjugiert, folgt aus der Aquivarianzaussage von Bemerkung 3.25 und nach Konstruktion.
Damit ist die Aussage iiber die Existenz von Shift-Dynamik bewiesen. Zuletzt beweisen

wir die Existenz von N-homoklinen Losungen fiir jedes N € N. N-homokline Orbits erhélt



man fiir ag = 0 und a; # 0 fiir 1 < i < N — 1. Die zugehorigen Gleichungen (4.13) lauten
daher in diesem Fall

(4.16) ea(p) (ag )W + o + Ro(a, 1) = 0
—pr a7+ &1 (p) (a;7) TP 4y + Ry (a,r, ) = 0

fiir 1 <4 < N —1. Hier haben wir wieder in der zweiten Gleichung den von a;,; abhéngigen
Term durch den Fehlerterm abgeschéatzt. Wir 16sen die erste Gleichung wieder mit Satz iiber
implizite Funktionen nach ps auf und ziehen anschliefend die erste Gleichung von allen

weiteren ab. Damit haben die restlichen N — 1 Gleichungen die Form
—pra;r + e (p) (ar) P + Ri(a,r, ) — Ro(a,r, pa) =0

fir 1 <i < N —1und uy = pi(a,r, p1). Wieder 16sen wir g = ¢é1 () 7°™ nach p; auf und
erhalten schliefllich nach Division durch ¢ (r) r'+#(" die Gleichungen

(4.17) a ™" —a; £ O() = 0.

7

Diese Gleichungen besitzen Losungen a; = 1 und » = 0. AuBlerdem folgt wie oben die
Differenzierbarkeit der Restterme nach a; bis in » = 0, solange nur die a; fiirt =1, ..., N —
1 von Null weg beschriankt sind. Insbesondere kénnen wir die Fehlerterme bei a; = 1

differenzieren und erhalten Ableitungen

(106 a® —1)

= B8(0) # 0.

a;=1

Daher haben die Gleichungen (4.17) und damit auch das System (4.16) eindeutige Losungen
und wir erhalten die Existenz von Kurven im Parameterraum, denen N-homokline Orbits
im Phasenraum entsprechen. Die Asymptotik folgt aus den Fehlerabschétzungen unter Be-
achtung der Gleichungen (3.39) und (3.41). Wir kénnen (in der Notation von Abschnitt
3.3.2) stets |a¥| durch Ce~®"“t abschiitzen und erhalten dann fiir J* die Abschitzung
|J¢| < Ce "M@ Mit Hilfe dieser Ungleichungen zeigen wir leicht das angegebene
asymptotische Verhalten.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung 4.10 Wir haben nicht bewiesen, dafS die Parameterkurven der 2-periodischen
Lésungen im Parameterraum zwischen den Kurven der homoklinen und der Periodenver-

dopplung liegen. Tatsdchlich ist es aber mdglich, dies zu zeigen.

Bemerkung 4.11 (i)  Mit Satz 5 sind alle generischen Fille der Orbit-Flip Bifurkation

untersucht.



(i) Man beachte, daff die Bedingung \*“(0) = A**(0), die ja die Unterscheidung in die
einzelnen Fdille von Satz 5
der aus [7] bekannten Bedingung \*(0) = X\*(0) darstellt. Zwar sind die Resultate aus
[7] hier natirlich nicht anwendbar, trotzdem erkliren sie zu einem gewissen Grad die
Bedingung A*(0) = X**(0).

(i1i) Im zweiten Fall (homokline Verdopplung) braucht der homokline Orbit qo(t) fir p =0

ermdglichte, eine héhere Resonanzbedingung dhnlich zu

nicht entlang der prinzipalen Richtung der stark stabilen Mannigfaltigkeit verlau-
fen. Bei der homoklinen Kaskade allerdings mufS qo(t) entlang der prinzipalen stark
stabilen Richtung gegen das Gleichgewicht konvergieren. Dartiberhinaus muf diese
fiihrende Richtung reell sein. Dies ist einleuchtend, denn fiir einen echt komplexen
Figenwert \** wdre eine Bedingung fiir Shilnikov-Chaos erfillt, namlich |A\*5| < \%;
auch wenn wir natirlich dhnlich wie in (ii) keine generische Situation erhalten, in
der man Shilnikov-Chaos tatsdichlich beweisen kann.

(iv) Es sei darauf hingewiesen, dafl wir fir die N-homoklinen Orbits keine Eindeutigkeit
bewiesen haben; es konnen durchaus noch andere N-homokliner Orbits verzweigen.
Tatsdchlich legen Resultate von Deng [10] die Vermutung nahe, daf$ die hier erhaltene
Liste N-homokliner Orbits nicht vollstindig ist.

4.2.2 Die resonante Verzweigung

Die resonante Verzweigung ist dadurch charakterisiert, daf die fithrenden Eigenwerte —\* (1)
und A“(p) fir u = 0 betragsméfig gleich sind; es gilt also A*(0) = A*(0). Diese Verzwei-
gung wurde in [7] gelost. Fiir generische Vektorfelder existiert nun eine zweidimensionale
homokline Zentrumsmannigfaltigkeit Wy . in der alle Verzweigungen stattfinden. Die-
se Mannigfaltigkeit kann homdomorph zu einem Kreisring (orientierbar) oder zu einem
Mébiusband (nicht orientierbar) sein. Inbesondere kénnen daher, wie in der Einleitung an-
gekiindigt, keine N-periodischen oder N-homoklinen Orbits verzweigen, wobei N > 1 im
orientierbaren und N > 2 im nicht orientierbaren Fall ist. Dies konnte in [7] nicht nachge-
wiesen werden. Das gleiche Resultat wurde in [1] gezeigt, ein schwicheres Ergebnis ist in
[28, Thm. I zu finden.

Mit Hilfe der Zentrumsmannigfaltigkeit ist es aulerdem méglich, die Stabilitét der verzwei-
genden Orbits zu untersuchen. Denn in Wy koénnen wir linearisieren und haben dann nur

noch einen Floquet-Exponenten zu berechnen. Dies wird hier aber nicht weiter ausgefiihrt.

4.2.3 Verzweigungen mit nichthyperbolischen Gleichgewichten

Verzweigungen mit nichthyperbolischen Gleichgewichten kénnen mit Hilfe der Zentrums-
mannigfaltigkeit zumindest in einigen Féllen auf semilineare parabolische Systeme erweitert
werden.

Als Beispiel sei der Fall behandelt, in dem ein homokliner Orbit an ein Gleichgewicht pg



mit einem Eigenwert 0 existiert. Generisch wird das Gleichgewicht in einer saddle-node
Bifurkation verzweigen. Dieses Problem mit Kodimension zwei wurde von Chow und Lin
[9] und von Deng [11] untersucht.

Es sei zundchst qo € W€ (py) N W*(py). Dann existiert fiir generische Vektorfelder ei-

cu
hom

dim W, (po). Da der grofite Eigenwert Null ist, ist dann W € C*, sofern die Nichtlinea-

hom

ritdt f € C%P fiir 3 > 0ist. In W¢*  konnen daher die Resultate aus [9] und [141] angewendet
werden, sofern nur & hinreichend grof ist. Fiir den verbliebenen Fall ¢y € W?*(po) N W¢(po)

ne (n + 1)-dimensionale homokline Zentrums-instabile Mannigfaltigkeit mit n =

geht dieses Argument fehl. Aber falls geniigend grofle Spektralliicken vorhanden sind, ist

cu

+v  wieder hinreichend oft differenzierbar. Es sei erwédhnt, dafl In-

die Mannigfaltigkeit
ertialmannigfaltigkeiten hier oft keine Hilfe bieten, da sie im allgemeinen nur C' sind
(unabhéngig von der Grofie der Spektralliicken).

Im allgemeinen wird in diesen Verzweigungsfillen jedenfalls eine zweidimensionale Zen-
trumsmannigfaltigkeit Wy, = existieren. Mit ihrer Hilfe sehen wir leicht, da keine NN-
periodischen oder N-homoklinen Losungen fiir NV > 2 existieren kénnen. Denn in Wy, ist
das Vektorfeld eine Expansion (beziehungsweise eine Kontraktion im Fall ¢o € W#(pg) N
W¢(po)). AuBlerdem erhalten wir sofort die Eindeutigkeit von heteroklinen Losungen, die
das Gleichgewicht und verzweigende 1-periodische Orbits verbinden; die instabile Mannig-
faltigkeit hat ja Dimension eins. Diese Eindeutigkeit wurde mit grofierem Aufwand in [30),

Thm. 6.1] gezeigt.
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