R S A s ]

i b S T G D e TR i T L i iR i

e Lt

R o e e e

PR

chris LEnte ol L o PR LI Sl 1

- R e BRI R A

w-Limesmengen von

Losungen eindimensionaler
Wirmeleitungsgleichungen
mit periodischer Zeitabhingigkeit

Diplomarbeit
von
Bjorn Sandstede

Universitit Heidelberg
Fakultit fiir Mathematik

November 1989

Betreuer:
Priv. Doz. Dr. Bernold Fiedler



Inhaltsverzeichnis :

0. Kapitel Einleitung
I. Kapitel Das Setting
II. Kapitel Gemischte Randbedingungen und

periodische mit O(2)-Symmetrie

III. Kapitel Periodische Randbedingungen
mit SO(2)-Symmetrie

Literaturverzeichnis

13

21

29



e

0. Einleitung :

Die Formulierung von partiellen Differentialgleichungen als Halbfliisse, sofem
moglich, ist oft sinnvoll, wenn das dynamische Verhalten der Losungen interessiert.
Wohl die einfachsten Beispiele fiir Halbfliisse, die auf diese Art von partiellen
Differentialgleichungen erzeugt werden, liefern skalare Wirmeleitungsgleichungen :

0.1) u, =u, +f(x,u,u,) xe (0,1)
mit geeigneten Randbedingungen an u, wobei f hinreichend glatt sei.

Man ist insbesondere an der Asymptotik der Losungen interessiert, d.h., am

Verhalten der Losungen fiir grofie t.

Dabei gibt es verschiedene Moglichkeiten, den FluB fiir groBe Zeiten zu beschreiben.

Ein globales Konzept sind Attraktoren oder Inertialmannigfaltigkeiten fiir dissipative

Systeme. Hier sind die Ergebnisse speziell fiir skalare Reaktion Diffusion Glg.

sehr konkret (siehe [Jolly]).

Das Verhalten einzelner Losungen dagegen wird durch ihre -Limesmenge beschrieben
o) :={v/3t —e mit ut)->v].

Dann m6chte man wissen, wie kompliziert diese Limesmengen fiir Orbits des Flusses

sein konnen. |

Fiir Gleichung (0.1) mit gemischten und periodischen Randbedingungen sind folgende
Resultate iiber die Gestalt der mdglichen -Limesmengen von Losungen u(-) erzielt
worden :

(fiir Einzelheiten an die Differenzierbarkeitseigenschaften von f und die genauen
Voraussetzungen siehe die Originalarbeiten)
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(i) gemischte, lineare Randbedingungen :

f = £(x,u,uy)
o) ={e]

e stationir
[Zelenyak], [Matano 1]

(ii) periodische Randbedingungen :

f=fw) f = f(u,uy) f = f(x,u,uy)
O(2)-Symmetrie SO(2)-Symmetrie

o@={¢} o(u) = ¥(p) o) =Y(p)
¢ stationdr p(*) rotating wave Y¥(p) periodisch
oder oder
o) c{e@@a++)/ae S} | av), ov) c€ Vve o)
e stationdr (Poincare-Bendixson)
[Matano 2] [Massatt], [Matano 2] [Fiedler & Mallet-Paret]

(Dabei bezeichne € die Menge der stationiren Orbits)

Zum Beweis von (i) wurde von Zelenyak gezeigt, daB die Gleichung (0.1) mit
gemischten Randbedingungen eine Ljapunov Funktion besitzt, d.h., der FluB
gradientenghnlich ist. ‘

Mit periodischen Bedingungen muBte man andere Methoden finden. Matano benutzte
die "Nullstellenanzahl" von Losungen von (0.1) und zeigte mit Hilfe des Maximum -
prinzips, daB die Anzahl der Nullstellen der Differenz von Lsungen fiir wachsende t
nur fallen konnte. Diesselbe Methode wurde auch von den anderen Autoren verwendet.

O



In dieser Arbeit wird nun das gleiche Problem fiir nichtautonome eindimensionale
Wirmeleitungsgleichungen mit periodischer Zeitabhiingigkeit untersucht :

0.2) u, =u, +f(tx,u,u,) x€ (0,1)

mit geeigneten Randbedingungen an u,

wobei wieder f hinreichend glatt sei und f periodisch in t ist (0.B.d.A. mit Periode 1) :
f(t+ 1,x,u,u,) = f(tx,u,u,) Vit O

Fiir die Untersuchung dieser zeitabhéngigen Gleichung wird es sich als zweckmiBig
erweisen, nicht direkt Glg. (0.2) zu betrachten, sondern die zugehorige Poincare oder
Periodenabbildung :

TN LR S N

P: uy - u(l)
Man erhilt dann folgende Ergebnisse (siehe Kapitel I, Satz 1.1 und 1.2),
wobei sich jetzt wp auf die w-Limesmenge bzgl. der Periodenabbildung P bezieht :
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(i) gemischte, lineare Randbedingungen :
f = f(t,x,u,uy)
wp(u) ={ e}
e stationdr
(ii) periodische Randbedingungen :
f = f(u) f = f(u,ux)
O(2)-Symmetrie SO(2)-Symmetrie
wp)={e} wp(u)c {v(@a+.)/ae S}
e stationdr fiir ein v e wp(u)
und P™(w)(x) = w(x + n.r)
fiir alle w € wp(u) und einr € §!

("stationdr” bedeutet stationdr bzgl. der Periodenabbildung P)




Auch hier wird das wesentliche Hilfsmittel beim Beweis die "Nullstellenanzahl"
der Differenz von Losungen sein. 0

Ich mochte Priv. Doz. Dr. Bemold Fiedler fiir das interessante Thema und besonders
fiir die hervorragende Betreuung danken.

Weiter danke ich meinen Freunden Peter und Stefan, dank denen die StraBen von
Heidelberg wohl schmutzig bleiben werden. O

Wihrend des Tippens dieser Arbeit fand ich den Artikel [Chen & Matano].

Dort werden ebenfalls die @-Limesmengen zeitabhiingiger Warmeleitungsgleichungen
untersucht, allerdings nur in der speziellen Form :

(0.3) u, = u +f(Lu) x e (0,1)
mit Dirichlet, Neumann und periodischen Randbedingungen an u,
wobei neben weiteren Voraussetzungen f periodisch sei.

[Chen & Matano] erhalten dort ebenfalls, daB die w-Limesmenge einer beschriinkten
Losung aus genau einem periodischen Orbit besteht. AuBerdem zeigen sie gewisse
rdumliche Symmetrieeigenschaften dieser periodischen Orbits (die Isotropiegruppe
enthilt eine Rotationsuntergruppe und eine Spiegelung).

Fiir periodische Randbedingungen folgen diese Eigenschaften auch aus Satz 1.2 und
Lemma 3.1. Bei den anderen Randbedingungen kann ich keine Symmetrieeigen-
schaften nachweisen.

Andererseits kann bei Dirichlet und Neumann Bedingungen f zusitzlich noch von

x und u, abhéngig sein und die anderen Voraussetzungen an f aus

[Chen & Matano] brauchen nicht erfiillt zu sein (siehe Satz 1.1). O



I. Setting

§1 Setting

Wir betrachten im weiteren die folgende Gleichung :

(1.1) u, = u,, +f(6,x,u,u,) x € (0,1)
6,=1 ge S!

f:81x[0,1]1 xR? » R periodisch in 6 mit Periode 1,

mit den Randbedingungen

(P) periodisch: u(t0) =u(l) v/ (,0)=u,(tl) Vt>0
oder #quivalent x e S!= W{(}J]

(G) gemischt :  ogu(t0) + Byru,(t,0) =0 au(t,1) + B,ou,(1,1) =0
Vt>0  wobei o +p2=0 fiir i=0,1

f sei C2 bei periodischen und Dirichlet, und analytisch bei gemischten und Neumann
Randbedingungen. O

(1.1) erzeugt auf S x X einen lokalen HalbfluB (siche [Henry : chapt.4]). Dabei
erzeugt der HalbfluB zu U, aus S1x X die Losung U(t) mit U(0) = Uy, wobei

X =HA(S") bei periodischen und X = {u € H2(I) / u erfiillt (1.1)(G)} bei den anderen
Randbedingungen sei.

Statt des Flusses wird im folgenden meist die Perioden- oder Poincare Abbildung Pg
benutzt : Pg: {6} xX — {8} xX (6,up) - (8,u(1))

Konvention :

Ich werde immer S! mit WIO,I] identifizieren und beide Beschreibungen benutzen.
Es bezeichne im folgenden stets (6(t),u(t)) =: U(t) eine Lsung von (1.1).
Ferner sei Xg:={68} xX und je nach Randbedingung Q = S! resp. [0,1].

Mit diesen Bezeichnungen schreibt sich die Periodenabbildung :

Peg: Xg—>Xg Uy=>U(@1) bzw. uy-u(l)
Die Elemente aus X, werden oft mit ihrer zweiten Komponente identifiziert, wenn 6
festgehalten und nur die Poincare-Abbildung betrachtet wird. O
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Definitionen :
Es sei U(+) eine fiir alle t > 0 definierte Losung von (1.1). Dann definiert man :

T Ogug) =Y (Up) := { Ut) /t 20} cS'xX : Vorwirtsorbit von U,
Wenn eine Riickwirtsfortsetzung der Losung existiert, setzt man :
Y(Up = {U@®/te R} c S xX :Orbit von Uy = (8,,up).
Falls U(t) fiir alle t > 0 existiert, kann die w-Limesmenge von U, definiert werden :
©(Ogug) = @(Uy) :={ Ve X/3 t,» e mit Ut)->V )} c S!xX.

Entsprechend sei fiir die Poincare-Abbildung :
}‘;(un) = 7;(Uo) ={u(m/neNy}cXy :Vorwirtsorbit von u,bzgl. der
Periodenabbildung. :
Bei Existenz einer Riickwirtsfortsetzung sei analog
YoUp) :={um)/ne Z } cX, : Orbit vonu, und
Wg(ug) =We(Uy) :={ ve Xg/I n > mit un,)-»v}cXy
die ®-Limesmenge von uy, falls u(n) fiir alle n € N existiert.
Natiirlich gilt fiir alle 6 S!: 0g(ug) = ®(B,ug) N Xg.

Analog zur @-Limesmenge fiir positive Zeit sei die a-Limesmenge fiir negative t
definiert.

§2 Ergebnisse
Die beiden folgenden Sétze 1.1 und 1.2 enthalten die Ergebnisse dieser Arbeit.

1.1 Satz :
Sei U(:) eine beschrinkte Losung von (1.1) (G) oder (1.1) (P), wobei f die oben
genannten Differenzierbarkeitsvoraussetzungen erfiille, d.h., f € C2 bei periodischen
und Dirichlet, bzw. analytisch bei gemischten und Neumann Randbedingungen.
Bei periodischen Randbedingungen sei f zusitzlich O(2) dquivariant, d.h.,

f(6,u,p) =f(6,u,-p) und f unabhingig vonx € S'.

Dann besteht @(Uy) aus genau einem Orbit ¥(V,), und V(-) hat Periode 1. il
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1.2 Satz :

Sei U(+) eine Losung von (1.1) (P), wobei fe C? und SO(2) dquivariant sei, d.h.,

f = f(6,u,p) ist unabhingig von x € S1. AuBerdem sei Y(U,) beschrinkt.

Dann gilt :

wp(ug) C {o,vg/ae S'}=S! und3re S, so daB die Poincare-Abbildung auf
{o,vo /ae S'} gegebenistdurch: o,v(n)=o0, V0 -

Insbesondere ist dann fiir r irrational g(ug) = {0,vg/ a€ S'} mit ergodischer
Poincare-Abbildung.

Dabei ist (0,v)(x) := v(x + a) fiir alle x. O

Diese beiden Sitze werden in Kapitel I resp. Il bewiesen. Die wichtigsten Hilfsmittel -
werden die im néchsten Paragraphen definierten Abbildungen z und IT sein.

§3 Die Abbildungen z und II

Definition :

@ z:X->Nu{e} : "Nullstellenanzahl”
z(@):= sup {Vi<n 3Ix;e Q sodaBgilt: @(x;) @(x;,;) <0}
nelNg

wobei z(@) :=0.
(i) seixpe Q fest.
II,: S'xX -5 SixR stetig
(6u) = (©ulxyu,(xgy)
Man beachte, daB X in C}(Q) einbettet und deshalb u, klassisch existiert.
(i) S:={9@e C{(Q)/ ¢hatinQ nureinfache Nullstellen }

z(+) ist unterhalbstetig und fiir g € S, ¢, - @ in C! folgt z(¢,) - z().



o

1.3 Lemma :
Es sei w(-) Losung von:  w, =w_, +a(t,x) w, + b(t,x) w x € (0,1)

mit a, a, a,, be L. bei Dirichlet und periodischen Randbedingungen,
und a,b analytisch bei gemischten und Neumann Randbedingungen.

Dann gilt :
@) z(w(t)) <e= firt >0
(ii) z(w(+)) ist monoton fallend und rechtsstetig
(iii) Fﬂo z(w(t) = z(w(ty) fir t,>0 =
w()=0 VYt oder w(t)e S
E @iv) z(w(+)) fdllt nur endlich oft
Beweis:

Fiir Dirichlet und periodischc Randbedingungen siehe [Angenent].

Betrachte also gemischte und Neumann Bedingungen.

Da aund b analytisch sind, ist eine Losung w(t,x) der PDE ebenfalls analytisch in

[0,1] x[0,1] fiir alle o € (0,1), siche [Henry : 3.5 exc. 2, 3.4.6] und

[Komatsu : Theorem 1], also folgt (i).

Fiir den Beweis der restlichen Behauptungen ist es ausreichend folgendes zu zeigen :
Ist (t,x,) mehrfache Nullstelle von w(t,x) , dann fillt z(w(t)) strikt bei t = to:

;

Falls x; € (0,1) folgt diese Behauptung wie in [Angenent & Fiedler : Theorem 5.1].
Fiir x,€ {0,1} besteht die Schwierigkeit, daB z nur Nullstellen aus [0,1] sieht.

Es bezeichnen o, die Koeffizienten in den Randbedingungen bei x,,.

Sei also :

(*) w(tg.xg+y) =c+y*+ O(y**)  wobeik>2,c#0.
Wie in [Angenent & Fiedler] erhilt man die folgenden Fille :

k=21 gerade:
Die Nullstellen von w(tg + 5,Xo + y) haben die Form s=0(y)y* j=1,..]
mit 0;(0) <0, also folgt die Behauptung.

10
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k=21+1 ungerade:
Fiir B = 0 sind dann alle Losungskurven bis auf den Ast y =0 von der obigen Form
und die Behauptung folgt (vgl. [Angenent & Fiedler]).

Sei also B #0.

w(tg+s,xg+y)=Z VoY 8 sei die Taylorentwicklung.

Die Aussage von [Angenent & Fiedler : Lemma 5.2] ist dann :

(*%) o7 W(tg,xg+ y) = C» yk=2m 4 O(yk-2m+1l)  fiir 2m <k mit C#0.
Daraus folgt wg, =0 Vn<Il wegen (¥).

AuBerdem ist wegen der Randbedingung

a=w(ty + $,Xg) + Bw,(tg+ 5,Xg) =0 V s >0, daB heiBt, oW o+ B-Wl'n =0 Vn,
insbesondere folgt w,; =0 fiir n<1 ; aber im Widerspruch dazu ist

W, | = const. # 0 wegen (*#). Dieser Fall tritt daher nicht auf. QED

1.4 Lemma :
Seien Ul(+), U%(-) Losungen von (1.1) mit U(0), U%(0) e Xe-

Dann erfiillt @ := u! — u? die Voraussetzungen von Lemma 1.3. i
Beweis :

Mit Ui(t) = (e'(t),ui(r)) fiiri=1,2 ist 0'(t) = 6%(t)= 6(t) wegen U(0), U%(0) € X,.
Also gilt (6" (1),x,u’ (1), uk(1)) — £(6%(1),x,u?(t),u}(®)) =

I % (O(1),x,u2(t,X) + T O(tX),u3(t) + T O, (X)) dT +@, (t,X) +

] %{e(t),x,u%t,x) +TQEX)UHN) + T, (X)) dT ~Qtx) =

a(t,x) ¢ + b(t,x) @,

mit @=ul-u

aundb erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 1.3. Fiir gemischte und Neumann

Bedingungen folgt dies aus [Henry : 3.5 exc. 2 und 3.4.6] und

[Komatsu : Theorem 1], fiir die anderen Randbedingungen aus f € C2 und ui(t) € CL
QED

11
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1.5 Corollar : .
Seien U!(+), U%(+) Losungen von (1.1) mit U},U e X, .

Dann gilt :
(6)) z(ul(t) — v(t)) <o firallet>0
(ii) z(ul(s) - uz(-)) ist monoton fallend und rechtsstetig

(iii) O@l(ty)) =TXty)) = z@!@)-vi1) falltbeit=t,strikt
oder ul()=uv®(t) Vt

@iv) z(ul(t) — u?(t)) fillt nur endlich oft

W) (l(t) —v’(tp)) € S =  zlokal constant um (u'(ty) — u’(t))
in X g4 O

Beweis :
Siehe Lemmata 1.3 und 1.4. QED

Sei ab jetzt U(+) eine fest gewihlte Losung von (1.1) mit einer der genannten
Randbedingungen und y*(U) beschrénkt in X.

Dann existiert die w-Limesmenge von Uy und sie ist nichtleer, kompakt, invariant und
zusammenhéngend (siehe z.B. [Henry : chapt. 4]). O

1.6 Lemma :
Es sei V€ o(U).
Dann gilt : I, : closy(Vy) - S!xR?  istinjektiv Vxye Q O

Beweis : (indirekt)
Angenommen es existieren Vj € clos y(V,) fiiri=12 mit II(V}) =TI(V?) und
V) # V2 Dann ist insbesondere 6f = 63 =: 8 , also fallt z(v(t) — v2(t)) bei t = 0 strikt.
Da z nur endlich oft fillt, existiert ein € >0 mit (vi(x€)—v2(t€)) e S.
Da auBerdem Vio € clos ¥(V) fiir i=1,2 gibt es ein ;>0 und ein nye IN mit
V(tgt €),V(ty + ng £ €) € Xy, (V(tg £ €) — V(ty +np £ €)) € S und

Z(v(ty + ny £ €) — V(ty + €)) = 2(v! (& €) — vX(x €)).
Weiter ist V€ @(U), es existiert also eine Folge t, mit U(t,) € Xy, t, — e und
U(t) -V, fiirk — o,
Wegen Corollar 1.5 (v) existiert dann ein kg, so daB fiir alle k > k, gilt :

z(u(t, +ty+nyt€) —u(t, +ty+€)) =

z(v(ty + ng £ €) — v(ty £ €)) = z(V1(* &) — v3(+ €)).

Folglich fallt z(u(t + ny) — u(t)) unendlich oft im Widerspruch zu Corollar 1.5. QED

12
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II. Gemischte Randbedingungen und
periodische mit O(2) - Symmetrie

In diesem Abschnitt wird Satz 1.1 bewiesen. Die Beweisidee ist wie folgt :

Zuerst wird in §§ 1, 2 fiir (P) mit O(2)-Symmetrie resp. (G) gezeigt, daB die
Projektion Iy, fiir ein geeignetes x;, injektiv als Abbildung von clos Y(V,,) nach

S x R! ist fiir alle V € ®(U,). Daraus erhilt man in §3 die Injektivitiit von IT,,

auf @(U), so daB ©(U,) nur aus periodischen Lsungen bestehen kann. SchlieBlich
folgt in §4 noch die Eindeutigkeit dieser Lsung. O

§1 Periodische Randbedingungen

(2.1) u,=u,, +f6,u,u) xe S!
6,=1 oe S!
wobei f(6,u,p) = f(8,u,-p) O

Dann ist (2.1) dquivariant unter der folgenden O(2) Aktion :
(o)) :=v(x +2a) : Drehung
(p,v)(x) :=v(2a—x) : Spiegelung

mit a,x€ (R!'mod 1)=S'undve X.

Essei Zv = {o,v/ae S!} der Orbit von V unter der SO(2) Aktion.

Analog ist die Wirkung von 6, und p, auf Elemente aus S! x X, némlich nur auf die
zweite Komponente, definiert.

Insbesondere sind mit V(<) auch (6,V(-)) und (p,V(-)) Losungen von (2.1) und mit V,,
sind 6,V und p,V, Elemente von X, O

2.1 Lemma [Chen] :

Sei U(-) Losung von (2.1) mit Y (U,) beschrinkt.

Dann existiert fiir alle x, € S : llim sgn u,(t,X) O
—3 00

13



Beweis : (indirekt) _
Sei x5 € S1, so daB tlim sgn u,(t,xp) nicht existiert. O.B.d.A. existieren dann Folgen
—00

tys S —> o mit sgn u, (t,Xp) = 1 und sgn u (s,,xg) =0 V k.
Dann fallt z(px,u(t) — u(t)) beit=s, Vk, denn
(Pxu(®)(xg) = u(t2xy— Xp) = u(txy)  und
580 U, (83,X0) = SgN Uy(84,2X = Xg) = — g0 (Pxe)x(S;:%g) = 0
d.h., (px,u(t) —u(t)) hat beix = X, eine mehrfache Nullstelle.
AuBerdem ist pygu(+) # u(-) denn sgn u, (t,x) == sgn (Pxou),(t,x) und fiir
t=1t, ist sgnu,(t,xg) =1=0.
Also fillt z(pyou(t) —u(t)) unendlich oft im Widerspruch zu Corollar 1.5 (iv). QED

2.2 Lemma :
Sei U(-) eine Losung von (2.1) mit y"(U) beschrankt.
Dann existiert ein xg € S mit v (txp))=0 Vtund VVe @(Up). O

Beweis :
Falls ein x; € S! existiert mit lim sgn u,(t,xg) =0 ist das Lemma bewiesen.
[—e0

Sei also t]jm sgnu (t,x) #0 V x e S! (die Limites existieren nach Lemma 2.1 ).
—300
Es sei A*:={x,¢e S!/ tlim sgn u,(t,x ) ==+ 1}. Beide Mengen sind nicht leer
—300

und A* UA~=S! (sonstwire v(-)=const. V'V e @) und das Lemma
bewiesen ).

Dann ist wegen des Zusammenhangs der S! eine der Mengen A* bzw. A~ nicht
abgeschlossen, 0.B.d.A. sei dies A™. Also existiert eine Folge x, mit x, € A* und

im x, =x,€ A~
ool M

Dann gilt fiir dieses x, : sgnv,(xp) =0 V Ve o).
Denn sei V aus ©(Up) mit sgn v, (xy) # 0. Wegen x,€ A~, kIim u(ty) = v fiir eine
—00

Folge t, — oo, und tlim sgnu,(tx ) =-1 istdann sgnv,(xg) =-1.
—00
Also existiertein € > 0, sodaB gilt :  sgn v, (x) =-1 V x € Ug(xp)-

14
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Andererseits ist x, € U.(xp) fiir k hinreichend groB und lim sgn u(tx) =1,
t—oo
d.h., wie oben sgn v, (x,) 2 0. Widerspruch ! QED

2.3 Corollar :
Sei U(-) eine Lsung von (2.1) mit y*(Uy) beschrinkt.
Dann existiert €in X, mit :
Iy,: closy(Vy) - S!xR ist injektiv V' Ve @(U,)
6w = (8,w(xp) O

Beweis :

Sei x, wie in Lemma 2.2 gewihlt. Dann ist Iy, injektiv als Abbildung nach S x R?
wegen Lemma 1.6 und nach Lemma 2.2 verschwindet die dritte Komponente

fir alle Ve o(Uy), d.h. InIl,, c S!xR. QED

§2 Gemischte Randbedingungen

(2.2) u, = u,, +f(0,x,u,u.) xe (0,1)
6,=1 6e S!
mit ogeu(t,0) + Byru,(t,0) =0 ul-u(t,l) + Byeu (1) =0
Vt>0 und o?+p*#0 fir i=0,1 O

Sei x, =0, Uy e S!x X mit y*(U,) beschrénkt.

Dannist Il :clos (Vg » S!xR? injektiv V Ve o(Uy).

Betrachte jetzt : Rd: R? =3 R? Isomorphismus
(%) = (agx - Bo'y s Bpex + ao-y)

Wegen der Randbedingungen istdann ~ RdoITj (@(Uy)) € S x Rx {0}.

Also folgt :

24 Lemma :
Sei U(+) eine Losung von (2.2) mit y*(Uy) beschrénkt.
Dann ist RdoITy: clos ¥(Vy) » S'xR  injektiv V Ve o). O

15
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§3 Imjektivitit von Ily, auf w(Ug)

? Im folgenden werden die in den Lemmata 2.3 und 2.4 erhaltenen Abbildungen der
Einfachheit halber mit IT bezeichnet. O

Definition :
Es sei € := { P e S!'x X/ p(-) ist eine periodische Losung mit Periode 1 }

e R

Eyi=EinXy
d.h. Pe € & P0)=P(l) in X,
I und €, besteht aus den Fixpunkten der Poincare-Abbildung Pg. O

2.5 Lemma :
Es sei Vy e o(Uy).

AT Wl o L el e N ey,

Dann gilt : o(Vy), o(Vy c €
i und beide Limesmengen enthalten genau einen Orbit. O
3 Beweis :

Es sei P die Poincare-Abbildung. Dann induziert die Einbettung Iy, eine
Abbildung Pg auf Im Tl c R:

Pe
1 Yo(Vo) —  76(Vo)
inj.d, Linj.
Pe

ImII — ImII

e et L

59 ist dann als eine auf einer Teilmenge von R definierte Abbildung streng monoton,
denn Pg ist die Einschrinkung des Flusses auf Im ITlyu,) © S x R.

Da clos Y(V,,) kompakt ist, ist es auch I(clos Y(V o))- Daraus folgt dann unmittelbar
das Lemma. QED

R

16




. R S I AR Ol L R e N e S R s

2.6 Lemma :
Es existiert ein zyausINy mit :  z(v-p) =z,
VVe wgU,) und VPe €gn wg(Uy) mit P=V. 0

g Bewelis :

§ Nach Lemma 2.5 ist € nicht leer.

| Seialso P e €q N wp(Uy) und

Zp :=I}i_mm z(u(n) = p) =11i_n)l z(u(n) — p(n)) wobei 0.B.d.A. Uye X,.

Es ist dann ausreichend, zu zeigen, dal z, unabhingig von P ist.

Seien also P;, P, € €9 M g(Uy) mit P, # P,. Esistdann (p; — py) € S,

da P;, P, 1-periodische Funktionen sind und z(p,(t) — p,(1)) nur endlich oft fillt.
Folglich existieren n,m € IN,, hinreichend groB mit :

1 zp, = z(u(n) — py) = z(p, — Py) = Z(p, — u(m)) = zp, . QED

LA

2.7 Lemma : II: oUy) >S'xR istinjektiv. 0O

e e

Beweis : :
Wegen Corollar 1.5 (iii) ist es ausreichend, folgende Behauptung zu zeigen :

z(vh — v%) =z,
V Vb, Vi e wg(Uy) mit V)= V2 und 6 S! beliebig.

Seienalso Vg, Vg e @g(Uy) mit Vi# V2 und z(v) — v3) # z,. Insbesondere sind
dann V3, V3 ¢ € und damit (vi—p) e S fiir alle p aus €4 wegen Lemma 2.6.
Dann gibt es folgende Fille :

e Siamhasiha sk

i L. z(v{—v§) >z,

O.B.d.A. sei z(vl(t)—vZ(t)) lokal constant bei t = 0. Dann existiert eine Folge

| R mit u(tn)e Xg,0<(t —tn)—)oo fiir n — oo und ]imu([n)zvb‘
n—eo

n+l

Sei T, :=—(t_,; —t,). Da T —— oo filrn — e und o(V2) = y(Py) fiirein Pye €
gilt 0.B.d.A.: Po = lim v2(t).

N—doe

Fiir n hinreichend gro8 folgt dann mit Corollar 1.5 (ii) :
z(vh — v§) = z(u(t,, ;) — v§) S z(u(t ; +T,) — V(1)) =
2(u(t,) — vA(t,)) = 2V} — pg) = 2,

im Widerspruch zur Annahme z(v} — v§) > z,,.
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2. z(vj—v§ <z,
Diesen Fall beweist man analog zum ersten :
Betrachte T :=(t,; —t)—>ce fiirn —eo,
O.B.d.A. gilt wieder py= n_,hnl vX(t)) mit Pye £g.
Fiir n hinreichend groB folgt wie oben :

z(vh— v§) = z(u(t,) — v§) 2 z(u(t, + 1) - v¥(t)) =

z(u(t,,;) — v4(T,)) = 2(v} — py) = z,

im Widerspruch zu z(v}— v§) < z,. QED

2.8 Proposition :

Es gilt : oy c €.

Die w-Limesmengen bestehen also nur aus periodischen Orbits der

Anregungsperiode 1. O
Beweis :

Wegen Lemma 2.7 wird wg(U) nach R eingebettet und wie im Beweis von
Lemma 2.5 folgt, daB die Poincare-Abbildung 59 streng monoton ist.

Falls ein nicht stationéirer Orbit y5(V) von Pg in TT(ee(Uy)) existiert, wiirde s ein
nichttriviales Repellor-Attraktor Paar in wg(U,) geben; im Widerspruch dazu ist aber

wg(Uy) chain-recurrent (siche [Conley : 6.2.A und 6.2.C)).
Betrachte ndmlich :

A = {x2TI(0g(W)) } N II(@e(Up) und A* = { x < TH(we(W)) } M I@g(Uy)),
wobei 0.B.d.A. Pg streng monoton stei gend sei. Dann sind A und A* invariant, denn
I1(0g(W)) und IT(wg(W)) sind Fixpunkte von p o (siche Lemma 2.5), und A, A* bilden
ein Attraktor-Repellor Paar in I1(wg(Uy)) wegen der Monotonie von 5 0-

QED

18



SEDEE

S

§4 Eindeutigkeit

In diesem Paragraphen wird gezeigt, daB «(U,) aus genau einem Orbit besteht. O

2.9 Periodische Randbedingungen :

Betrachtet wird zuerst (2.1).

Aus Satz 1.2, der unabhingig von Satz 1.1 in Kapitel III bewiesen wird, folgt, da3
wg(Ug) c ZV fiir ein V € wg(Uy).

Falls wg(U,) mehr als ein Element enthilt, muB ein ganzes offenes Bogenelement
I'c {o,(v)/ae S'}) =S! darin enthalten sein, da @(U,) zusammenhingend ist.
Sei 0.B.d.A. V € T, d.h,, es existiert ein € > 0 mit 6,(v) € wg(Uy) V ae U0).
Weiter gilt wegen Lemma2.2: w,(x))=0 VW e wg(U)).

Dann ist aber ' V,(Xg+2)=(0, (), (x) =0 Vae UL),

also v(x) = const. Vxe Ue/z(O).

Daraus folgt aber, daB I'ly,(c,(v)) = const. ist fiir alle a € Ue/z(O) im Widerspruch
zu Lemma 2.7.

Also enthilt wg(Uy) genau ein Element. QED

2.10 Gemischte Randbedingungen :
Betrachte jetzt (2.2).

Angenommen ®g(Uy) enthielte mehr als ein Element. Da w(U,) zusammenhingend
ist, gibt es dann drei paarweise verschiedene Elemente V2, V2, V3 in ag(Uy).

1. Bo#0 (gemischte und Neumann Bedingungen) :

Dann existiert fiir alle V € wg(Up) ein t«(V) mit u(t,0) # v(t,0) V t> t«(V).

Sonst wiirde ndmlich z(u(t) — v(t)) unendlich oft fallen imWiderspruch zu

Corollar 1.5 (iv), denn aus den Randbedingungen und B, # 0 folgt aus u(t,0) = v(t,0)
auch v_(t,0) = v,(t,0) und wegen Corollar 1.5 (iii) fillt z(u(t) — v(t)) dann strikt.
O.B.d.A. sei jetzt v1(0) < vZ(0) < v3(0). Dann wechselt aber (u(t,0) — v2(t,0))
unendlich oft das Vorzeichen imWiderspruch zu der oben stehenden Aussage.

Also enthélt wg(Uy) in diesem Fall nur ein Element.
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2. By=0 (Dirichlet Bedingungen) :
Es ist also jetzt v(t,0)=0 V Ve wg(Uy.
Aus den gleichen Griinden wie im ersten Fall ist dann u, (1,0) # v,(t,0) V t> t«(V).
0.B.d.A. sei vi(0) < vZ(0) < v3(0) und wie oben erreicht man einen Widerspruch,
da (u,(t,0) — v4(t,0)) unendlich oft das Vorzeichen wechselt.
QED

Beweis von Satz 1.1 : :
Satz 1.1 folgt jetzt aus Proposition 2.8 und Abschnitt 2.9 resp. 2.10. QED

2.11 Bemerkung :

Proposition 2.8 folgt fiir periodische Randbedingungen auch leicht aus Satz 1.2,

indem man geeignete Rotationen einer Lsung betrachtet und die O(2)-Symmetrie

der Gleichung (1.1) (P) ausniitzt.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit in Abschnitt 2.9 wird aber die Konstruktion in §3,
d.h. die Injektivitit von IT auf w(U), bendtigt. O
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II1. Periodische Randbedingungen mit
SO(2) - Symmetrie

Das Ziel dieses Kapitels ist der Beweis von Satz 1.2.
Der Beweis orientiert sich stark an [Matano 2], wo dasselbe Problem mit
zeitunabhingigem f behandelt wird.

Betrachtet wird die folgende Gleichung :
3.1) u, =u,, +f0,u,u,) | x e S!
0,=1 6e S!

wobei f = f(8,u,p) unabhéngig von x ist.

Dann ist (3.1) dquivariant unter der folgenden SO(2) Aktion :
(O,V)(x) :=v(x +a) : Drehung
mit axe (Rlmod 1)=S'undve X  (siche Kapitel IT §1).
Weiter sei Zv := {o,v/a € S1} der Orbit von V bzgl. der SO(2) Aktion und
Z, = {ae §'/o,v =v]} die Isotropiegruppe von V.

§1 (V) cZV

3.1 Lemma :

Sei Ve wg(Up)

und es existiere ein a € S! und ny e Ny mit (vy— o,v(ny)) € S.
Dann gilt : vo=0,v(ny) .

Beweis : (indirekt)

Es sei vp # o,v(n).

Dann féllt z(v(t) — o,v(n, + 1)) strikt bei t =0 wegen Corollar 1.5 (iii).
Weiter sei € > 0 so gewihlt, daB z(v(x €) — o,v(n,  €)) lokal constant ist.

21



e T MR L e

i ok e B R e

Sl

2 A k.

Da V,e wg(Up), existiert eine Folge t, —eco mit U(t) € Xy und l!]_rg, u(t) = vq.

Dann gilt auch o,u(t, +ny+€) - o,v(ny+€) fiir k »eo.
Fiir k hinreichend groB, folgt dann mit Corollar 1.5 (v) :
z(u(t, + €) — ou(t, + ny+ €)) = z(v(x €) — o,v(n, t €)),
und z(u(t) — o,u(t + n,)) fallt unendlich oft, ndmlich fiir t= t, Vk hinr. gro
im Widerspruch zu Corollar 1.5 (iv). Folglich gilt : vy= o,v(ng).

3.2 Hilfssatz : [Matano 2]

Sei h:R*— IR beschrinkt und gleichmiBig stetig.
AuBerdem existiere p>0 und t, >0,

so daB gilt : ht)2h(t+p) Vi>t,.

Dann existiert eine p-periodische Funktion g: R —» R stetig,
mit Ih(t)—g(t)l—)O fiir t — oo,

Beweis :
Betrachte hy(x) :=h(k-p +x) fiir k € N, und x € [0,p].
Dann ist h, eine monotone, beschriinkte Funktionenfolge fiir k > k,, da

QED

entweder h(t + p) <h(t) oder h(t + p) > h(t) fiir alle t>t, gilt wegen h(t) # h(t + p).

Dann existiert der punktweise Limes g(x) = 1!1—131 h(x) V x e [0,p],

mit g(0) = g(p). Aus der gleichmiiBigen Stetigkeit der Funktion h folgt leicht
die gleichmiBige Konvergenz der Folge h, gegen g, und daraus das Lemma.

Definition :

Es seiimfolgenden: m(V)=m(v):= max v(x) fiirVe X,
x€ S

22
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3.3 Lemma :
Sei Vo€ ao(Up).
Dann folgt : m(o,v(n)) = m(v) firalle ae S'undne N, 0O

Beweis :
Fiir n = 0 ist das Lemma trivial. _
Es existiere also ein ny > 0 und ein ag € S! mit m(o,,v(ny)) # m(v).
Diese Ungleichung gilt dann fiir alle a € §?, da m(o,v) natiirlich unabhiingig von a
ist. Aus Lemma 3.1 folgt :
(v—=0,v(ng)) € S

. : 1
(*) z(v — G,v(ng)) = z(v — Oy,V(np)) firalleae S

Jetzt ist V € wg(Uy), es existiert daher eine Folge t, = eomit U(t,) € Xg und
u(t) »vfirk »eo,
Wegen (*) und der Kompaktheit der S! gibt es ein k, > 0 mit der Eigenschaft, da8
z(u(ty) — ou(t, + ny)) = z(v — 6,,v(ng)) V ae S!und fiirk > k,.
Da zusitzlich z( u(t) — o,u(t) ) monoton fallend ist, folgt also :
z(u(t) — o,u(t + ny)) = z(v — G4,v(ngy) firt>t undae Sl
Wegen Corollar 1.5 (iii) gilt daher (u(t) - ou(t +ng)) € S und
insbesondere m(u(t)) # m(o,u(t+np) Vt>t, undae si,
Da m(u(+)) beschriinkt und gleichmiBig stetig ist, was aus der Kompaktheit von
clos y*(U,) folgt, sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 3.2 erfiillt und man erhilt
die Konvergenz von m(u(+)) gegen eine nj-periodische Funktion fiir t — e,
Dann folgt aber m(v(ny)) = m(v), da ;l_ir)ll | m(u(t)) - m(u(t +ng))| =0,

also auch m(c,v(ny)) =m(v) V a € S! im Widerspruch zur Annahme.
Damit ist das Lemma bewiesen. QED
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3.4 Lemma :
Sei Vye wg(Up).
Dann gelten folgende Aussagen :
@) clos Y5(Vp) € ZV,,.
@) 3re S!mit W(n) =0, W(0) VneZ
fiir beliebiges W € clos y,(V,). O

Beweis :

Es ist ausreichend, (ii) zu beweisen, da £V, = S! abgeschlossen ist

und Y4(V,) € ZV,, nach (ii).

Betrachte jetzt zum Beweis von (ii) zuerst v(1).

Aus Lemma 3.3 folgert man m(v(1)) = m(v,). Es gibt alsoeinr € S! mit

(v(1)—o,vy) S und Lemma 3.1 liefert schlieBlich v(1) = (VA

Also existierteinr € S! mit v(1) = o,vo=0,v(0).

Mit vollstéindiger Induktion fiir n > 0 ergibt sich :
v(n +1) =ov(n) = 6,6,,v(0) = 0,4, V(0) = G4y, Vo

wegen der Aquivarianz der Gleichung (3.1).

Damit folgt ¥,(V,) € LV, .

Fiir wy = 0,v,, d.h,, fiir Wy € ZV,, folgt dann mit dem obigem Ergebnis :
w(n) =o,v(n) =0, v(0) =0, 0.v(0) =0, W,

Also ist (ii) und damit das Lemma bewiesen. QED

3.5 Corollar :

Es gilt : (i) Die Poincare-Abbildung auf ZV, ist periodisch bzw. ergodisch
fiir r rational resp. irrational.
(ii) Ausrrational folgt clos Y(V) =¥5(Vy):

fiir r irrational ergibt sich clos Y5(Vg) =ZV,.
(i) U XZVo(t) = S1xS!  besitzt dann einen periodischen

w[0,1]

bzw. ergodischen FluB. O
Beweis :
Ergibt sich unmittelbar aus Lemma 3.4 und den Eigenschaften von Rotationen
auf der S1. QED
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§2 wg(U) < £V : Eindeutigkeit

3.6 Lemma :
Es seien V}),V% € wg(Up).

Wenn ein aye S! existiert mit (Gpvh—vj) € S, dannist ouv)=v2. O

Beweis :  (indirekt)

Sei (o,vh— v3) ¢ S und o,v} # v3.

Dann fillt also z(G,v!(t) — vA(t)) beit = 0.

Wihle 1> &> 050, daB (0,,v!(- €) - v2(—€)) € S ist. Also ist :

(*) 2(0,v!(1 - &) = vX(1 - g)) < 2(0,v'(— €) — vX(-€)).
Seien jetzt r; und r, wie in Lemma 3.4 (ii) fiir v} resp. v3 gewihlt, d.h.,
(%) { Oav!(N —€) = Oy 4 nr, V(- €) Tesp.

vZ(n - €) = Opr,v3(- £) VnelN

Es existiert jetzt eine Folge n, 2 1,n, € IN mit
lim ren, —» 0 mod 1 firi=1,2

k—oo
(wenn r,, 1, rational zueinander sind, ist das klar; fiir irrationales Verhiltnis siehe
[Cornfeld & Fomin & Sinai : 3.1 Lemma 1]).

Dann ergibt sich aus (**) :
Gavl(nk —-£) > Gavl(— £) fiir k > oo
vi(n —€) - vi-eg)

jeweils in X . und wegen der Wahl von € folgt dann fiir k hinreichend groB
2(c,v (n, — &) - vX(n, — €)) = z(0,v (- £) — vi(—£))

im Widerspruch zu (¥). Also ist 6,v} = v3. QED

Definition :
Firae Slundne N, sei:

z(a,n) := t]i_:)l; z(u(t) — o, u(t + n))

Zy = min { z(a,n)/ae S, ne IN;: z(a,;n) > 0 } _
Dabei sei wieder min @ :=0. |
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Es gilt z; = 0 genau dann, wenn u(t,x) constant ist. Dann ist aber y(U) = { U }.
Es sei also im folgenden stets z, > 0 vorausgesetzt. 0O

Im folgenden Lemma sind einige Eigenschaften von z(a,n) zusammen gestellt.

3.7 Lemma :
Sei V e wy(U,). Femner sei V nicht constant, d.h., Z, ist eine echte und damit éndlichc
Untergruppe der S,
Dann gilt : @) z(v—o,v) € { z(a,n),0 ) Vae S,neNN,
()  z(-n):S'> IN, istoberhalbstetig beia
sofern zusitzlich z(a,n) > 0 ist. O

Beweis :
Zuerst wird (i) bewiesen.

Sei zuerst (v—o0,v) € S. Aus Lemma 3.1 folgtdann v = o,v, also z(v—o,v) =0.
Fiir (v —o,v) € S folgt aber aus Corollar 1.5 (v), daB z(v — o,v) = z(a,n), denn
(u(ty) — o u(t +n)) - (v —o,v) fiir k — o fiir eine Folge t, — o mit u(t,) € X,.
Zum Beweis von (ii) sei jetzt ag € S! und ng € N mit z(ag,ng) > 0 fest gewihlt.
Wegen Corollar 1.5 existiert ein t, mit

(u(ts) — oau(ty + ng)) € S und  z(ag,ng) = z(u(t,) — Ot + ng)).
Dann ist fiir a hinreichend nahe bei aj auch z(u(t,) — o,u(t, + ny)) = z(ag,ng).
Aus der Monotonie von z (Corollar 1.5 (ii)) folgt dann die Oberhalbstetigkeit.

QED
3.8 Lemma :
Sei Ve @y(Up).
Dann gilt : z(v-cav)zzo VagZy. O

Beweis :
Fiir £, = §' ist die Behauptung des Lemmas leer. Sei also Ty # S!.
Betrachte die folgende Abbildung (A bezeichne die Diagonale) :
Z:  (@EVxIV)/A- N, (v, W) 1> 2(v — w)
Behauptung :  Zist constant.
Denn aus (v,0,v) € (ZV xZV) /A folgt (v—o,v) € S, d.h., Zist lokal constant.

AuBerdem hat (ZV xZV) / A = S! xS! / A genau zwei Zusammenhan gskomponenten
und z ist kommutativ, woraus die Behauptung folgt.
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Es sei Z((ZV xZV) / A) = ¢, wobei ¢ > 0, da V nach Voraussetzung nicht constant ist.

Fiir Vne N, gilt o,v(n) =0, v mitr wie aus Lemma 3.4, also folgt :
fir(@a+nr)e Xy

c fir@+nr)e Iy

Lemma 3.7 (i) liefert daher z(a,n) =c constant fiir alle a, n mit (a + n.r ) ¢ Zy.

Da V nicht constant war, ist andererseits fiir nj fest

(*%) {ae S'/(a+ngr)e Ty} endlich.

Wenn a, in dieser Menge enthalten ist, ist dann entweder z(ay,ng) = 0 oder

z(ag,ng) 2 z(a,ng) > O fiir alle a hinreichend nahe bei a, wegen Lemma 3.7 (ii), d.h.,

es ist z(agng) 2 ¢, da die Menge in (**) endlich ist.

(*) z(v—0gv(n)) =

Daraus ergibt sich
c <z(a,n) Vae S!,ne Nymit z(an)#0,
daB heiBt, ¢ =z, Setzein (*) n =0 und das Lemma ist bewiesen. QED

3.10 Proposition :
Es existiert ein Vg € @g(Uy) , so daB es fiir alle Wy € wy(U,) einae S! gibt mit :
W =0,Vp d.h. me(Uo) o= EVO O

Beweis :  (indirekt)
(i) Es enthalte wy(Up) nur constante Funktionen, d. h., Zy = 8! V V € wy(U)).
Dann seien V!, V2, V3 € wy(U,) paarweise verschieden (solche Elemente existieren

wegen des Zusammenhangs von &(Uy) nur dann nicht, wenn wg(Up) aus genau einem
Element besteht. Dann ist die Behauptung aber trivialerweise erfiillt).

O.B.d.A. gelte v(t) > v(t) > v3(t) V t. Dann fillt z(u(t) — v2(t)) unendlich oft;
wegen Corollar 1.5 (iv) besteht wg(Uy) also nur aus einem Element.

(ii) Es enthalte wy(U,) ein nicht constantes Element Vy, d.h., Zy, # S.

Wegen der Lemmata 3.1 und 3.9 existiert dann ein a, € Slmit (v-o,v)e S

und z(vy — Oa,Vg) = Z,. Falls die Aussage der Proposition nicht gilt, gibt es 0.B.d.A.
ein W e wg(Uy) / £V mit z(vy— 0a,W) = 2, denn ©y(U) / £V, ist offen und
nach Voraussetzung nicht leer, auBerdem ist (v —G,v) € S.
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Wegen Lemma 3.6 und W & IV, ist dann (vo— o,w) € S fiir alle a € S!, woraus
z(vo— O,w) = z, folgt, da S! zusammenhzngend ist.

Weiter existieren dann wegen der Kompaktheit der S! t,, t, mit u(t,), u(t,) € Xy,
so daB gilt : z(u(ty) — o,u(ty) = 2(vg— O, W) = 7, firalleae Sl
OB.dA.seit=t,—t;>0 (1€ N).
Daraus folgt z(u(t) — o u(t + 1)) < z, fiir alle t 2 t,, nach Definition von z, dann
z(u(t) —ou(t + 1)) =z; V t>t; und somit (u(t) — cut+1t)e S Vi>t;
insbesondere erhilt man m(u(t)) # m(c,u(t + 1)) V t>t,.
Hilfssatz 3.2 liefert dann die Existenz einer 1-periodischen Funktion g mit

| mu() - g@)| > 0 fiir t— oo,
Es gibt aber eine Folge t, — eo mit l!l_mm u(t,) =Vy und u(t) € X, und

man erhilt m(V(n)) = l!i_:fxm m(u(t, +n)) Vne Z fest.

O.B.d.A. konvergiert (t, modt) gegeneinTe IN fiirk —co mit 0<T <1,

Dann ist also Iim | mu(ty + n) — g(tx +n)|=0  fiiralle n

und da g(t, +n) - g(t+n) fiirk — e wegen der Periodizitit von g, folgt daher :
m(v(n)) = g(t + n) fir allene N.

Wegen Lemma 3.3 ist m(v(n)) aber unabhingig von n, d.h. g(? + n) ist constant und

es folgt él_mm m(u(t + k)) = const.

und damit m(vg) = m(w).

Dies steht im Widerspruch zu (vo—o,w) € S V ae S! und Lemma 3.6. QED

Beweis von Satz 1.2 :

Satz 1.2 folgt aus Corollar 3.5 und Proposition 3.10 QED
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